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Prefacio

Minha motivagao para escrever Introdugdo a Econometria — Uma Abordagem Moderna vem de uma
lacuna, razoavelmente ampla, que identifiquei entre como a econometria € ensinada nos cursos de gra-
duagio e o que os pesquisadores empiricos pensam sobre os métodos economeétricos e suas aplicagoes.
Com igual importancia, convenci-me de que ensinar econometria introdutdria da perspectiva dos usua-
rios profissionais da econometria simplificaria, de fato, a apresentacio, além de tornar o assunto mais
interessante.

Baseado em numerosas reagdes positivas a primeira edi¢do norte-americana, parece que minha
filosofia sobre como ensinar a econometria introdutéria € partilhada por muitas pessoas. E gratifican-
te que professores de formagdes e interesses variados — incluindo a microeconomia aplicada, a
macroeconomia aplicada, a andlise de politica econdmica, a ciéncia politica e a econometria tedrica —,
ensinando estudantes com niveis de preparagio muito diferentes, tenham abracado a abordagem
moderna da econometria adotada neste livro. Conseqiientemente, a estrutura desta primeira edi¢ao bra-
sileira € muito parecida com a da primeira edi¢do norte-americana. A énfase ainda estd em aplicar a
econometria aos problemas do mundo real. Todo método econométrico é motivado por uma questio
particular com a qual o pesquisador se defronta ao analisar dados ndo-experimentais. O foco principal
da obra estd em entender e interpretar as hipoteses a luz das aplicagdes empiricas reais: a matemdtica
requerida ndo vai além da algebra dos cursos de graduac@o e da probabilidade e estatistica bdsicas.

ORGANIZADO PARA O ECONOMETRISTA DE HOJE

A caracteristica mais perceptivel desta edi¢do, que distingue este texto de outros, é a separagdo dos
tépicos por tipo de dados analisados. Essa € uma diferenca clara em relagio a abordagem tradicional,
que apresenta um modelo linear, lista todas as hipiteses que podem ser necessarias em algum ponto
futuro da analise e, entdo, prova ou afirma resultados sem conecta-los claramente as hipéteses. Minha
abordagem €, em primeiro lugar, tratar, na Parte Um, da andlise de regressdo multipla com dados de
corte transversal, sob a hipétese de amostragem aleatdria. Essa estrutura € completamente natural para
os estudantes, pois eles estdo familiarizados com ela desde os cursos de estatistica introdutéria. O mais
importante € que ela nos permite distinguir hipéteses feitas sobre o modelo de regressido da populagdo
subjacente — hipéteses que podem ter um contetido econdmico determinado ou um conteido compor-
tamental geral — de hipéteses sobre como os dados foram extraidos para compor uma amostra.

As discussoes sobre as conseqiiéncias da amostragem ndo-aleatdria podem ser tratadas de um
modo intuitivo, apés os estudantes terem um bom dominio do modelo de regressdo multipla aplicado
a amostras aleatdrias.
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Uma caracteristica importante de uma abordagem moderna € que as varidveis explicativas — com
a varidvel dependente — sdo tratadas como resultados de varidveis aleatérias. Para as ciéncias sociais,
admitir varidveis explicativas aleatérias € muito mais realista do que a hipétese tradicional de varidveis
explicativas ndo-aleatérias. Um beneficio importante € que a abordagem modelo populacional/amos-
tragem aleatéria que utilizo reduz bastante o nimero de hip6teses que os estudantes devem absorver e
entender. Ironicamente, a abordagem cl4ssica da anélise de regressdo, que trata as varidveis explicati-
vas como valores fixos em amostras repetidas e estd difundida nos livros introdutérios, aplica-se lite-
ralmente a dados coletados em uma estrutura experimental. Além disso, as contorcdes exigidas para
formular e explicar as hipdteses podem ser confusas para os estudantes.

Meu foco sobre o modelo populacional enfatiza que as hipéteses fundamentais subjacentes 2 ana-
lise de regressao, tal como a hipétese de média zero dos fatores ndo-observados, estdo apropriadamen-
te formuladas, condicionadas as varidveis explicativas. Isso leva a um entendimento claro dos tipos de
problemas, tal como a heteroscedasticidade (varidncia ndo-constante), que podem invalidar os proce-
dimentos padrdes da inferéncia. Adicionalmente, pude eliminar vérias interpretagdes erradas que sur-
gem nos textos de econometria em todos os niveis. Apenas para citar alguns exemplos, explico a razao
de o R-quadrado usual ainda ser valido como uma medida do grau de ajuste na presenga de heterosce-
dasticidade (e, mais adiante, na presenca dos erros serialmente correlacionados nas equacdes de séries
de tempo); discuto, em um nivel bastante intuitivo, porque os testes para a forma funcional ndo devem
ser vistos como testes gerais de varidveis omitidas nao observadas; e posso facilmente explicar porque
sempre se deve incluir, em um modelo de regressao, varidveis extras de controle que sdo nio-correla-
cionadas com a varidvel explicativa de interesse (tal como uma varidvel de decisio).

Como as hipéteses da andlise de corte transversal sio relativamente diretas e realistas, os estudan-
tes ficam envolvidos mais cedo com aplicagdes sérias de corte transversal, sem ter de se preocupar com
as questoes espinhosas de tendéncia, sazonalidade, correlagdo serial, alta persisténcia e regressao espi-
ria que aparecem em abundancia nos modelos de regressdo de séries temporais. Inicialmente, imaginci
que meu tratamento da regressdo com dados de corte transversal, seguida pela regressdo com dados de
séries de tempo, cairia nas boas gragas dos professores cujos interesses de pesquisa estdo na micros-
conomia aplicada, e parcce que esse € o caso. Tem sido gratificante que aqueles que adotaram este livro
e que tém uma inclinagdo para as séries de tempo ficaram igualmente entusiasmados com a estrutura
da obra. Ao postergar a anélise econométrica de séries temporais, pude colocar o foco apropriado sobre
as armadilhas potenciais da andlise de dados de séries de tempo que ndo surgem com dados de coric
transversal. Com efeito, a econometria de séries temporais obteve, por fim, o tratamento sério que ¢la
merece em um livro introdutério.

Para esta edigfio, escolhi conscientemente os topicos que sdo importantes para ler artigos de revis-
tas ¢ para realizar pesquisas empiricas basicas. Dentro de cada tépico, omiti deliberadamente muitos
testes e procedimentos de estimagio que, embora tradicionalmente incluidos nos livros-texto, nao t&m
resistido ao teste empirico do tempo. Da mesma forma, enfatizei os tépicos mais recentes que tém se
mostrado claramente tteis, tal como obter estatisticas de teste que sdo robustas em relagio a heteros-
cedasticidade (ou a correlagio serial) cuja forma € desconhecida, usar dados dc varios anos para a ana-
lise de decisdo, ou resolver o problema de varidveis omitidas pelo método de varidveis instrumentais.
Parece que fiz as escolhas corretas, pois me lembro de bem poucas sugestdes para acrescentar ou
excluir material, especialmentc nos capitulos da regressiio basica das Partes Um e Dois. Um tépico que,
de fato, expandi foi a estimagdo dos minimos desvios absolutos (MDA) do Capitulo 9. O MDA esta se
tornando cada vez mais popular nos trabalhos empiricos, especialmente quando a distribui¢do condi-
cional da varidvel dependente € assimétrica ou tem caudas largas. Ao ler pesquisas empiricas da arca
da economia do trabalho, da economia do setor publico e outros campos, € provével que os estudantes
encontrem cada vez mais modelos estimados por MDA.
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. Ao reescrever alguns trechos desta edig@o, tentei aperfeicoar mais a abordagem sistemética. O
termo sistematica significa que cada tépico estd fundamentado, de um modo 16gico, no material ante-
rior, € as hipéteses sdo introduzidas somente se forem necessarias para obter uma conclusio. Por exem-
plo, os pesquisadores aplicados, bem como os tedricos, sabem que nem todas as hipéteses de Gauss-
Markov sdo necessarias para mostrar que os estimadores de minimos quadrados ordinarios (MQO) so
ndo-viesados. Contudo, quase todos os livros de econometria introduzem o conjunto completo de hipé-
teses (muitas das quais sdo redundantes ou, em alguns casos, logicamente conflitantes) antes de provar
a inexisténcia de viés do MQO. De forma semelhante, a hipétese de normalidade € incluida entre as
hipéteses que sdo necessérias para o Teorema de Gauss-Markov, quando € razoavelmente bem conhe-
cido que a normalidade ndo desempenha nenhum papel para mostrar que os estimadores de MQO sdo
os melhores estimadores lineares nao-viesados.

Minha abordagem sistemadtica estende-se para o estudo das propriedades de amostras grandes, em
que as hipéteses de consisténcia sdo introduzidas somente quando necessdrias. Isso torna relativamen-
te facil cobrir tépicos mais avan¢ados, como usar cortes transversais agrupados, explorar as estruturas
de dados de painel e aplicar os métodos de varidveis instrumentais. Trabalhei para fornecer uma visao
unificada da econometria, de acordo com a qual todos os estimadores e as estatisticas de testes sdo obti-
das usando um pouco de principios, intuitivamente racionais, de estimag3o e testes (os quais, eviden-
temente, também tém justificativas rigorosas). Por exemplo, os testes basicos de regressdo para a hete-
roscedasticidade e a correlagao serial sao faceis de ser compreendidos pelos estudantes porque eles ji
t€m um conhecimento sélido de regressao. Isso contrasta com os tratamentos que fornecem um con-
junto de receitas desconexas para procedimentos econométricos ultrapassados.

Como, ao longo deste livro, enfatizo as relagOes ceteris paribus, vou diretamente para a analise
de regressao muiltipla apés abordar somente um capitulo do modelo de regressdo simples. Isso motiva
os estudantes a pensar sobre aplica¢des sérias mais cedo. Também atribuo muito mais destaque a and-
lise de decis@o utilizando todos os tipos de estruturas. Os tOpicos praticos, como usar varidveis proxy
para obter efeitos ceferis paribus e obter erros-padrio dos efeitos parciais nos modelos com termos de
interagdo, sdo discutidos de modo simples.

NOVO NESTA EDIGAO

No Capitulo 3, hd uma discussao completa do vi€s de varidveis omitidas no modelo de regressao mil-
tipla; acaba ndo sendo especialmente dificil caracterizar o viés no caso geral. O apéndice do Capitulo 3
contém uma derivagio do viés que requer somente algebra e estatistica basicas.

O Capitulo 6 contém uma discussdo mais detalhada de modelos com termos de interagdo. Percebi
que os estudantes podem ter dificuldades ao interpretar os parametros de tais modelos, de modo que
tentei dar melhores explicagoes. Os Capitulos 7 e 13 apresentam mais detalhes sobre como computar
os testes de Chow para os modelos de regressao entre grupos de difercntes unidades de corte transver-
sal e entre diferentes periodos de tempo. Nos Capitulos 8 € 12, forne¢o um argumento explicito e sim-
ples sobre porque o R-quadrado ainda € vilido como uma medida do grau de ajuste quando o modelo
sofre de heteroscedasticidade ou de correlagio serial. O Capitulo 9 inclui uma discussdo simples de
amostragem estratificada basica, um tépico que nasceu de um curso de segundo semestre no qual
ministrei aulas. ’

O Capitulo 17 contém material complexo, e expandi a discussdo sobre como interpretar modelos
ndo-lineares de varidvel dependente limitada, inclusive como eles podem ser comparados com as esti-
mativas de modelos lineares padrdo. Novos graficos foram usados para ilustrar as comparagdes.

O livro traz mais de 80 bancos de dados disponiveis para download pela senha 4212 na pagina
deste livro no site da Thomson (www.thomsonlearning.com.br), dos quais muitos permitem comparar
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as estimativas dos retornos de freqiientar cursos profissionalizantes e cursos de graduacio; testar se a
poupanga dos planos de pensdo norte-americanos substituem outras formas de poupanga ou represen-
ta poupanga nova; testar se os restaurantes fasi-food praticam discriminagdo de pre¢os contra minorias;
testar se o casamento afeta a produtividade ou a remuneragao dos jogadores profissionais de basquete-
bol; estudar o efeito de mais escolhas sobre os investimentos em planos de pensio; estimar os efeitos
dos gastos piiblicos em escolas sobre 0 desempenho dos estudantes; testar se as leis de uso do cinto de
seguranga ¢ de limite de velocidade afetam as taxas de acidentes e de mortes; e estimar funcdes de
demanda para magis e peixe ecologicamente produzidos. Além disso, os exercicios para computador
— disponiveis no site da Thomson — foram expandidos para explorar os novos bancos de dados.
Alguns dos conjuntos de dados ndo sdo utilizados no livro. Em vez disso, eles podem ser usados em
problemas, em exames ou para servir de base para um trabalho de final de curso.

PROJETADO PARA ESTUDANTES DE CURSOS DE GRADUAGAO E
ADAPTADO PARA ESTUDANTES DE CURSOS DE POS-GRADUACAO

O livro € direcionado para estudantes de cursos de graduacio em economia que estudaram algebra e
um semestre de probabilidade e estatistica introdutérias. (Os Apéndices A, B, C, D, E e F — disponi-
veis no site da Thomson — cont€ém o material de pré-requisito.) Nio se espera que um curso de eco-
nometria de um semestre ou de um trimestre abranja tudo, ou mesmo alguma parte, dos topicos mais
avancados da Parte Trés. Um curso de introdugéo tipico incluiria os Capitulos 1 a 8, os quais compreen-
dem as bases das regressdes simples e miltipla para dados de corte transversal. Dado que a énfase estd
na intui¢lio e na interpretagdo dos exemplos empiricos, o material dos oito primeiros capitulos deverin
ser colocado a disposi¢do dos estudantes dos cursos de graduagdo na maioria dos departamentos de
economia. A maioria dos professores também vai querer cobrir pelo menos partes dos capitulos sobre
andlise de regressao com dados de séries de tempo (Capitulos 10, 11 e 12). com graus variados de pro-
fundidade. No curso dc um semestre em que leciono, no Estado de Michigan, trabalho o Capitulo {1
cuidadosamente, dou uma visdo geral do material do Capitulo 11 e abordo o material sobre correlagio
serial do Capitulo 12. Acredito que esse curso basico de um semestre fornece ao aluno fundamentos
solidos para escrever trabalhos empiricos, como uma monografia de final de curso ou um texto para
um semindrio. O Capitulo 9 contém tépicos mais especializados que surgem ao analisar dados de corte
transversal, incluindo problemas de dados tais como outliers € amostragem ndo aleatéria. Para um
curso de um semestre, esse capitulo pode ser abandonado sem perda de continuidade.

A estrutura do livro € ideal para um curso com foco em corte transversal/andlise de decisdo: os
capitulos de séries de tempo podem ser abandonados, dando lugar a tépicos dos Capitulos 9, 13, 14 ou
15. O Capitulo 13 € “avangado™ somente no sentido de que ele trata de duas novas estruturas de dados:
cortes transversais independentemente agrupados e andlise de dados de painel para dois periodos. Tais
estruturas de dados sao especialmente tteis para andlise de decisao, e esse capitulo fornece virios
exemplos a esse respeito. Os estudantes com um bom dominio dos Capitulos I a 8 terdo pouca dificul-
dade com o Capitulo 13. O Capitulo 14 trata dos métodos de dados de painel mais avangados e prova-
velmente serd coberto somente em um segundo curso. Uma boa maneira de finalizar um curso sobre
métodos de corte transversal € compreender os rudimentos da estimagdo de varidveis instrumentais do
Capitulo 15.

Tenho utilizado material selecionado da Parte Trés, incluindo os Capitulos 13, 15 € 17, nos semi-
narios do curso de graduagio direcionados para produzir um trabalho de pesquisa sério. Além do curso
bésico de um semestre, os estudantes que foram expostos & analise basica de dados de painel, de esti-
magcao de varidveis instrumentais e de modelos de varidvel dependente limitada estdo preparados para
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ler boa parte da literatura aplicada das ciéncias sociais. O Capitulo 17 apresenta uma introdugio aos
modelos mais comuns de variavel dependente limitada.

O livro também € adequado para um curso introdutério de pds-graduagio, no qual a énfase esti
mais nas aplicagdes do que nas derivagdes que usam algebra matricial. Além disso, para os professo-
res que querem apresentar a matéria na forma matricial, os apéndices D e E abordam, de modo auto-
suficiente, a dlgebra matricial € o modelo de regressdo miiltipla na forma matricial. O Apéndice E
abrange a analise assimptdtica em profundidade maior para estudantes avangados.

No Estado de Michigan, os estudantes dos cursos de doutorado das muitas areas que requerem
andlise de dados — incluindo contabilidade, economia agricola, economia do desenvolvimento, finan-
¢as, economia internacional, economia do trabalho, macroeconomia, ciéncia politica e finangas piibli-
cas — descobriram que o livro € uma ponte iitil entre o trabalho empirico que eles léem e a econome-
tria mais tedrica que eles aprendem no nivel de doutoramento.

CARACTERISTICAS BASICAS

Os professores e estudantes parecem apreciar as questdes formuladas no texto, cujas respostas encon-
tram-se no Apéndice F. Essas questdes t€ém a intenc¢io de dar ao estudante um retorno imediato sobre
seu desempenho. Cada capitulo contém muitos exemplos. Vérios deles sdo estudos de caso retirados
de artigos publicados recentemente, levemente modificados para simplificar a andlise, sem sacrificar
seus principais pontos.

Os problemas de final de capitulo e exercicios para computador — disponiveis no site da
Thomson — s@o totalmente orientados para o trabalho empirico, em vez das derivagdes complicadas.
Os estudantes s3o solicitados a fundamentar cuidadosamente suas respostas, com base no que apren-
deram. Os exercicios para computador expandem, em geral, os exemplos do texto. Viérios exercicios
usam bancos de dados de trabalhos publicados ou conjuntos de dados similares que sdo motivados por
pesquisas publicadas em economia e em outros campos.

Uma caracteristica tinica deste livro € o extensivo glossario. As defini¢des e descri¢des curtas
serdo um lembrete de grande auxilio para os alunos que estejam estudando para exames ou lendo pes-
quisas empiricas que usam métodos econométricos.

CONJUNTOS DE DADOS

Mais de 80 bancos de dados estao disponiveis em Excel e em “.DES”, arquivos de texto que descrevem
as varidveis e que podem ser abertos no programa Excel. A maioria dos conjuntos de dados € prove-
niente de pesquisas reais, de modo que alguns sdo bastante grandes. Exceto quando for o caso ilustrar
as varias estruturas de dados, os bancos de dados ndo sao descritos no texto. Este livro estd direciona-
do para um curso em que o trabalho com o computador desempenha papel importante. Os conjuntos
de dados podem ser encontrados na pagina deste livro no site da Thomson.

Um banco de dados em Access com os nomes e as informacdes dos dados estatisticos também
estd disponivel no site e permite ao leitor uma busca por nome do arquivo. Os nomes de diversas varia-
veis foram traduzidos e adaptados ao longo do texto e estdo grafados com acentos (como saldrio,
por exemplo) para facilitar a memorizagdo do leitor brasileiro. Entretanto, como os dados estatisti-
cos em Excel estio em inglés, a busca pelo banco de dados permite ao leitor encontrar o nome da
variavel em inglés e sua busca no respectivo arquivo em Excel. '
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SUGESTOES PARA MONTAR SEU CURSO

J4 comentei sobre o conteido da maioria dos capitulos e possiveis estruturas de cursos. Aqui, farei
alguns comentdrios mais especificos sobre o material dos capitulos que podem ser abordados ou pos-
tergados.

O Capitulo 9 tem exemplos interessantes (tal como uma regressdo que inclui a pontuagdo do QI
como uma varidvel explicativa). Os nomes das varidveis proxy nao devem ser formalmente apresenta-
dos para descrever esses tipos de exemplos, e costumo apresenta-los quando termino a anilise de corte
transversal. No Capitulo 12, para um curso de um semestre, ndo apresento o material sobre inferéncia
robusta na presenca de correlac@o serial quando estou tratando da andlise de minimos quadrados ordi-
narios, bem como de modelos dindmicos de heteroscedasticidade.

Mesmo em um segundo curso, prefiro despender pouco tempo no Capitulo 16, que trata da an4li-
se de equacdes simultdneas. Se hd uma questdo sobre a qual as pessoas divergem € a importéncia das
equagdes simultaneas. Alguns consideram que esse material € fundamental; outros pensam que € rara-
mente aplicdvel. Minha visdo € que os modelos de equag¢des simultdneas s3o demasiadamente utiliza-
dos (veja o Capitulo 16 para uma discussao). Se lermos os trabalhos aplicados cuidadosamente, vari-
veis omitidas e erros de medida sdo provavelmente uma das maiores razdes para adotar a estimacdo de
variaveis instrumentais, e € por iSso que uso variaveis omitidas para motivar a estimacao de varidveis
instrumentais no Capitulo 15. Além disso, os modelos de equagdes simultdneas sdo indispensaveis para
estimar funcdes de demanda e oferta, e eles também sao aplicaveis em alguns outros casos importantes.

O Capitulo 17 € o dnico que considera modelos inerentemente ndo-lineares em seus parametros,
e isso impde uma carga adicional para o estudante. O primeiro material que deveria ser tratado ncsse
capitulo sdo.os modelos de resposta bindria probit e logit. Minha apresenta¢do dos modelos Tobit ¢ de
regressdo censurada ainda parecem originais: reconheco explicitamente que o modelo Tobit € aplici-
vel a resultados de solugdo de canto em amostras aleatdrias, ao passo que a regressao censurada € apli-
cavel quando o processo de coleta de dados censura a variavel dependente.

O Capitulo 18 trata de alguns topicos mais recentes da econometria de séries de tempo, inclusive
o teste de raizes unitdrias e a cointegracdo. Abordo esse material somente no segundo semestre de um
curso, seja no nivel de graduacao ou de pds-graduacdo. Uma introducio razoavelmente detalhada para
a previsdo também esta incluida no Capitulo 18.

O Capitulo 19, que deveria ser acrescentado ao programa de cursos que exigem um trabalho de
conclusio, € muito mais extensivo que capitulos semelhantes de outros livros. Ele resume alguns méto-
dos apropriados para virios tipos de problemas e estruturas de dados, aponta dificuldades potenciais,
explica com algum detalhe como escrever um trabalho de conclusdo de curso em economia empirica ¢
inclui sugestdes de possiveis projetos.
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A Natureza da Econometria e dos
Dados Economicos

™~ Capitulo 1 examina o escopo da econometria € propde questdes gerais que resultam da aplica-
% &

3 gcdo dos métodos econométricos. A Se¢do 1.3 examina os tipos de dados usados em negécios,

e €COnomia e outras ciéncias sociais. A Sec¢do 1.4 faz uma discussio intuitiva das dificuldades
associadas com a inferéncia da causalidade nas ciéncias sociais.

1.1 O QUE E ECONOMETRIA?

Imagine que vocé seja contratado pelo governo de seu Estado para avaliar a eficidcia de um programa
de treinamento financiade com recursos piiblicos. Suponha que esse programa ensine aos trabalhado-
res varias maneiras de como usar computadores no processo produtivo. O programa, com duragdo de
20 semanas, oferece cursos fora do hordrio do expediente. Qualquer trabalhador horista da produgio
pode participar, e a matricula em todo o programa, ou em parte dele, € voluntaria. Vocé deve determi-
nar qual o efeito, se houver, do programa de treinamento sobre o saldrio-hora de cada trabalhador.

Suponha, agora, que vocé trabalhe para um banco de investimentos. Vocé deve estudar os retor-
nos de diferentes estratégias de investimento que envolvem titulos do Tesouro dos Estados Unidos para
decidir se elas estdo de acordo com as teorias econdmicas a elas associadas.

A tarefa de responder a tais questdes pode parecer desanimadora a primeira vista. Nesse ponto,
vocé deve ter somente uma vaga idéia de qual tipo de dados coletar. Até o fim deste curso de princi-
pios de econometria, vocé provavelmente sabera como usar os métodos econométricos para avaliar,
formalmente, um programa de treinamento ou testar uma simples tcoria econémica.

A econometria € baseada no desenvolvimento de métodos estatisticos para estimar relagdes eco-
nOmicas, testar teorias, avaliar e implementar politicas de governo e de negécios. A aplicagdo mais
comum da econometria é a previsio de importantes varidveis macroecondmicas, tais como taxas de
juros, taxas de inflagdo e produto interno bruto (PIB). Ainda que as previsdes de indicadores econo-
micos sejam bastante visiveis e, muitas vezes, extensamente publicadas, os métodos econométricos
podem ser usados em 4dreas econdmicas que ndo tém nada a ver com previsdoes macroecondmicas.
Por exemplo, estudaremos os efeitos de gastos em campanhas politicas sobre os resultados de elei-
¢oes. No campo da educagdo, consideraremos o efeito de gastos ptiblicos com escolas sobre 0
desempenho de estudantes. Além disso, aprenderemos como usar métodos econométricos para pre-
ver séries de tempo economicas.

A econometria evoluiu como uma disciplina separada da estatistica matemadtica, porque enfoca
problemas inerentes a coleta e a andlise de dados econdmicos ndo-experimentais. Dados nao-expe-
rimentais n3o sdo acumulados por meio de experimentos controlados de individuos, firmas ou seg-
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mentos da economia. (Dados ndo-experimentais sio, as vezes, chamados de dados observacionais
para enfatizar o fato de que o pesquisador € um coletor passivo de dados.) Dados experimentais sdo
freqiientemente coletados em ambientes de laboratério nas ciéncias naturais, mas sao muito mais difi-
ceis de serem obtidos nas ciéncias sociais. Embora seja possivel realizar alguns experimentos sociais,
geralmente é impossivel conduzir os tipos de experimentos controlados necessdrios para avaliar ques-
tdes econdmicas, seja porque eles sdo proibitivamente dispendiosos ou moralmente repugnantes. Na
Secdo 1.4, apresentaremos alguns exemplos especificos das diferencas entre dados experimentais ¢
nio-experimentais.

Naturalmente, os econometristas, sempre que possivel, valem-se dos estatisticos matematicos. O
método de anélise da regressdo miiltipla é o esteio de ambos os campos, mas seu foco e sua interpre-
tagdo podem diferir de forma marcante. Além disso, os economistas criaram novas técnicas para lidar
com as complexidades dos dados econdmicos e para testar as previsdes das teorias econdmicas.

1.2 PASSOS NA ANALISE ECONOMICA EMPIRICA

Os métodos econométricos sdo relevantes em, virtualmente, todos os ramos da economia aplicada. Eles
entram em cena quando temos uma teoria econdmica para testar ou quando temos em mente uma rela-
¢do que apresenta alguma importincia para decisdes de negécios ou andlises de politicas publicas.
Uma andlise empirica usa dados para testar uma teoria ou estimar uma relag@o.

Como se estrutura uma andlise econémica empirica? Pode parecer 6bvio, mas é importante
enfatizar que o primeiro passo em qualquer andlise empirica é a formulagio cuidadosa da questao
de interesse. Essa questdo pode ser a de testar certo aspecto de uma teoria ou os efeitos de uma poli-
tica governamental. Em principio, métodos econométricos podem ser usados para responder a uma
gama de questdes.

Em alguns casos, especialmente aqueles que envolvem o teste de teorias econdmicas, constréi-se
um modelo econdmico formal. Um modelo econdmico consiste em equagdes matemiticas que descr-
vem vdrias relagGes. Os economistas sdo conhecidos por suas construgdes de modelos os quais descrevem
um amplo leque de comportamentos. Por exemplo, em microeconomia intermedidria, as decisdes de
consumo individual, sujeitas a uma restricdo orcamentdria, sio descritas por modelos matematicos. A
premissa basica que fundamenta esses modelos € a maximizacdo da utilidade. A hipétese de que os
individuos fazem escolhas para maximizar seu bem-estar, sujeitas as restri¢des de recursos, oferece-
nos um arcabougo muito poderoso para criar modelos econdmicos tratdveis e fazer previsdes bem defi-
nidas. No contexto das decisdes de consumo, a maximizagio da utilidade leva a um conjunto de ega-
¢aes de demanda. Em uma equagio de demanda, a quantidade demandada de cada produto dependc do
seu préprio prego, do prego dos bens substitutos e complementares, da renda do consumidor ¢ das
caracteristicas individuais que influem no gosto. Essas equag¢des podem formar a base de uma anilise
econométrica da demanda do consumidor.

Os economistas tém usado ferramentas econdmicas bésicas, tais como o arcabougo da maximi-
zagdo da utilidade, para explicar comportamentos que, a primeira vista, podem parecer de natureza
nao econdmica. Um exemplo classico é o modelo econdmico de Becker (1968) sobre o comporta-
mento criminoso.
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1 EXEMPLO
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(Modelo Econémico do Crime)

Em um artigo inspirador, o prémio Nobel Gary Becker postulou um arcabougo da maximizaco da utilidade
para descrever a participagao de um individuo no crime. Certos crimes tém recompensas econémicas evi-
dentes, mas muitos comportamentos criminosos tém custos. O custo de oportunidade do crime impede o
criminoso de participar de outras atividades, como um emprego legal. Além disso, ha custos associados com
a possibilidade de ser capturado, e, se condenado, ha os custos associados com o cumprimento de pena.
Da perspectiva de Becker, a decisao de empreender a atividade ilegal é uma decisdo de alocagdo de recur-
sos com o0s beneficios e custos das atividades concorrentes sendo considerados.

Sob hipbteses gerais podemos derivar uma equacao que descreve a quantidade de tempo gasto na ati-
vidade criminosa como uma funggo de varios fatores. Podemos representar tal funao como

2 TAMN NEAY R

y =f(‘xl! xZ’ x3) X4y XS, .X6, x7),

em que

y = horas gastas em atividades criminosas,

x; = “saldrio” por hora ocupada em atividade criminosa,

X, = saldrio-hora em emprego legal,

X3 = renda de outras atividades que ndo o crime ou um emprego legal,
x4 = probabilidade de ser capturado,

X5 = probabilidade de ser condenado se capturado,

X, = sentenga esperada se condenado, e

x; = idade.

Outros fatores geralmente afetam a decisdo de uma pessoa de participar de atividades criminosas, mas a
lista acima representa o que poderia resultar de uma andlise econ6mica formal. Como é comum na teoria
econdmica, ndo fomos especificos sobre a fungao () em (1.1). Essa funcdo depende de uma funcdo utili-
dade subjacente, raramente conhecida. Entretanto, podemos usar a teoria econdmica — ou a introspecgdo —
para prever o efeito que cada varidvel teria sobre as atividades criminosas. Essa é a base para uma analise
econométrica das atividades criminosas individuais.

AW L Gt e Y e T RNL WG L P RASIRAN 3 r T e SR 1 el T GWabaan 4 ST N Ry Awn o Xoaaan f 0 AL MAS vae G wts s 0 L6 Ao v P

A modelagem econdmica formal é, as vezes, o ponto de partida da analise empirica, porém é mais
comum usar a teoria economica de modo menos formal, ou mesmo contar inteiramente com a intui-
¢do. Vocé pode concordar quanto aos determinantes do comportamento Criminoso que aparecem na
equacdo (1.1) serem razoavelmente baseados no senso comum; poderiamos chegar a tal equacéo dire-
tamente, sem partir da maximizacdo da utilidade. Essa visdo tem algum mérito, embora haja casos em
que derivagdes formais geram id€ias que a intui¢do pode ignorar.

Vejamos o exemplo de uma equagido que foi derivada por meio de um raciocinio um tanto
informal.
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(Treinamento e Produtividade do Trabalhador)

Considere o problema proposto no inicio da Segao 1.1. Um economista especializado em trabalho gostaria
de examinar os efeitos do treinamento sobre a produtividade do trabalhador. Nesse caso, ha pouca necessi-
dade de teoria econdmica formal. Um entendimento econdmico basico é suficiente para perceber que fato-
res tais como educacio, experiéncia e treinamento influenciam a produtividade do trabalhador. Os econo-
mistas também estdo bem cientes de que os trabalhadores séo pagos de acordo com sua produtividade. Esse |
raciocinio simples leva a um modelo tal que

H
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saldrioh = fleduc, exper, treina), (1.2)

em que salarioh é o salario-hora, educ representa os anos de educacdo formal, exper refere-se aos anos de
experiéncia no mercado de trabalho e treina corresponde a semanas ocupadas em treinamento. Novamente,
outros fatores geralmente influenciam a taxa de salario, mas (1.2) captura a esséncia do problema.

I TR S T I S A L et

Ap6s especificarmos um modelo econdmico, precisamos voltar ao que chamamos de modelo eco-
nométrico. Visto que trabalharemos com modelos econométricos ao longo deste texto, ¢ importante
saber como eles se relacionam com os modelos econdmicos. Considere a equagio (1.1) como exem-
plo. A forma da fungdo f{-) deve ser especificada antes de podermos empreender uma andlise econo-
métrica. Uma segunda questdo concernente a (1.1) ¢ como lidar com varidveis que ndo podem ser
razoavelmente observadas. Por exemplo, considere o “saldrio” que uma pessoa pode receber na ativi-
dade criminosa. Em principio, tal quantidade é bem-definida, mas poderia ser dificil, se ndo impossi-
vel, observar o “saldrio” para um determinado individuo. Mesmo varidveis como a probabilidade de
ser preso ndo podem ser obtidas de modo realista para um determinado individuo, mas pelo menos
podemos observar estatisticas de detengdo relevantes e derivar uma varidvel que se aproxime da pro-
babilidade de prisdo. Muitos outros fatores que ndao podemos listar, ncm mesmo observar, afetam o
comportamento criminoso, mas devemos de algum modo considera-los.

As ambigiiidades inerentes ao modelo econémico do crime sdo resolvidas ao se especificar um
modelo econométrico particular, tal como:

crime = B, + B,saldrio,, + B-outrenda + Bsfreqpris + B,freqcond

+ Bssentmed + Beidade + u, (1-3)

em que crime é alguma medida de freqiiéncia da atividade criminosa, saldrio,, € o saldrio que poderia
ser ganho em um emprego legal, outrenda € a renda de outras fontes (ativos, heranga etc.), freqpris €
a freqiiéncia de prisdes por infragdes anteriores (para aproximar a probabilidade de detengdo), freqcond
é a freqiiéncia de condenagdes e sentmed ¢ a duragdo média da sentenga apds as condenagdes. A esco-
lha dessas varidveis é determinada pela teoria econdmica e por consideragdes sobre os dados. O termo
u contém fatores nio observados, tais como o “saldrio” da atividade criminosa, o carater moral, a for-
macdo da familia e erros na mensuragio de coisas como a atividade criminosa e a probabilidade de
de tengdo. Podemos adicionar varidveis de formagao da familia ao modelo, tais como o nimero de
irmaos, a educagdo dos pais, e assim por diante, mas nunca poderemos eliminar u inteiramente. De fato,
lidar com esse termo de erro ou termo de disturbdncia é, talvez, o componente mais importante de qual-
quer andlise econométrica.



Wooldridge Capitulo 1 A Natureza da Econometria e dos Dados Econdmicos 5

As constantes [, By, ..., B sdo os pardmetros do modelo econométrico e descrevem as dire¢des
e as influéncias da relagio entre crime € os fatores usados para determinar crime no modelo.
Um modelo econométrico completo para o Exemplo 1.2 poderia ser

saldrio = By + P edu + B, exper + B; treina + u, ’ (1.4)

em que o termo u contém fatores tais como “aptiddo inata”, qualidade da educag?o, formacgdo da familia
e uma mirfade de outros fatores que podem influenciar o saldrio de uma pessoa. Se estivermos especial-
mente interessados nos efeitos do treinamento de trabalho, entio 3, é o pardmetro de interesse.

Na maioria dos casos, a andlise econométrica comeca pela especificagdo de um modelo economé-
trico, sem consideragio de detalhes da criagdo do modelo. Geralmente seguimos essa abordagem, pois,
em grande parte, a derivagdo cuidadosa de algo como o modelo econémico do crime toma muito tempo
e pode nos levar para algumas areas especializadas e freqiientemente dificeis da teoria econémica. O
raciocinio econdmico desempenhara um papel importante em nossos exemplos, € incorporaremos toda
teoria econdmica subjacente na especificagio do modelo econométrico. No modelo econdmico do
exemplo do crime, comegariamos com um modelo econométrico tal como (1.3) e usariamos o racioci-
nio econdmico € o senso comum como guias para escolher as varidveis. Embora essa abordagem perca
algumas das profusdes da andlise econdmica, ela € comum e efetivamente aplicada por pesquisadores
cautelosos.

Visto que um modelo econométrico tal como (1.3) ou (1.4) tenha sido especificado, varias hipo-
teses de interesse podem ser formuladas em termos dos parametros desconhecidos. Por exemplo, na
equagdo (1.3), poderiamos levantar a hipotese de que saldrio,,, o saldrio que poderia ser ganho no
emprego legal, ndo tem efeito sobre o comportamento criminoso. No contexto desse modelo
econométrico especifico, a hipétese é equivalente a 8, = 0.

Uma analise empirica, por defini¢iio, requer dados. Apds os dados sobre as varidveis relevantes
terem sido coletados, os métodos econométricos sdo usados para estimar os pardmetros do modelo eco-
nomeétrico ¢ para, formalmente, testar as hip6teses de interesse. Em alguns casos, o modelo econométri-
co € usado para fazer prcvisdes com a finalidade de testar de uma teoria a estudo do impacto de uma
politica.

Como a coleta de dados é muito importante em trabalhos empiricos, a Se¢do 1.3 descreverd os
tipos de dados com os quais, provavelmente, nos defrontaremos.

1.3 A ESTRUTURA DOS DADOS ECONOMICOS

Os dados econdmicos apresentam-se em uma variedade de tipos. Embora alguns métodos economé-
tricos possam ser aplicados com pouca ou nenhuma modificagdo para muitos tipos diferentes de
informacdes, as caracteristicas especiais de alguns dados devem ser consideradas ou deveriam ser
exploradas. Descreveremos a seguir as estruturas de dados mais importantes encontradas nos traba-
Ihos aplicados.

Dados de Corte Transversal

Um conjunto de dados de corte transversal consiste em uma amostra de individuos, consumidores,
empresas, cidades, estados, paises ou uma variedade de outras unidades, tomada em um determinado ponto
no tempo. As vezes, os dados de todas as unidades no correspondem precisamente a0 mesmo periodo.
Por exemplo, muitas familias podem ser pesquisadas durante diferentes semanas de um ano. Em uma ana-
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lise pura de dados de corte transversal, ignorariamos, na coleta de dados, quaisquer diferencas de tempo
nao importantes. Se o conjunto de familias fosse pesquisado durante diferentes semanas do mesmo ano,
ainda veriamos isso como um conjunto de dados de corte transversal.

Uma importante caracteristica dos dados de corte transversal é que nio podemos, freqiientemente,
assumir que eles foram obtidos por amostragem aleatéria da populagio subjacente. Por exemplo, se
obtemos informagdes sobre saldrios, educagao, experiéncia e outras caracteristicas ao extrair aleatoria-
mente 500 pessoas de uma populagio de trabalhadores, teremos uma amostra aleatéria da populagdo
de todas as pessoas que trabalham. A amostragem aleatéria, matéria-aprendida nos cursos introdutérios
de estatistica, simplifica a andlise de dados de corte transversal. Uma revisdo sobre amostragem alea-
toria aparece no Apéndice C disponivel em www.thomsonlearning.com.br, na pagina deste livro.

Algumas vezes, a amostragem aleatéria ndo € apropriada como uma hipétese para analisar dados
de corte transversal. Por exemplo, suponha que estejamos interessados em estudar fatores que influen-
ciam na acumulagdo de riqueza das familias. Podemos estudar uma amostra aleatéria de familias, mas
algumas talvez se recusem a relatar suas riquezas. Se, por exemplo, for menos provavel que familias
mais ricas revelem sua riqueza, a amostra resultante sobre a riqueza ndo € uma amostra aleatdria extraida
da populagio de todas as familias. Este € um exemplo de um problema de selecdo amostral, um tépico
avangado que discutiremos no Capitulo 17.

Outra violagdo da amostragem aleatdria ocorre quando construimos uma amostra a partir de uni-
dades grandes relacionadas a populagdo, em especial a unidades geograficas. O problema provéavel em
tais casos € que a populagdo nido € suficientemente grande para se supor, de maneira razodvel, que as
observagdes sdo extragoes independentes. Por exemplo, se queremos explicar novas atividades de
negoécios entre estados, como func¢do de taxas de saldrios, pregos de energia, aliquotas de impostos, ser-
vigos prestados, qualidade da forga de trabalho e outras caracteristicas estaduais, € improvavel que as
atividades de negdcios em um Estado préximo a outro sejam independentes. Isso revela que os méto-
dos econométricos que discutimos funcionam, de fato, em tais situa¢des, mas algumas vezes necessi-
tam ser refinados. Na maioria dos casos, ignoraremos as complexidades que surgem ao analisar tais
situagdes e trataremos esses problemas dentro do arcabougo da amostragem aleatéria, mesmo guando
ndo for tecnicamente correto fazé-lo.

Os dados de corte transversal sdo amplamente usados em economia e em outras ciéncias sociais.
Em economia, a andlise de dados de corte transversal estd intimamente alinhada com campos da
microeconomia aplicada, tais como economia do trabalho, finangas publicas estaduais e locais, orga-
nizacdo industrial, economia urbana, demografia e economia da saiide. Dados sobre individuos, fami-
lias, empresas e cidades em um determinado ponto do tempo sdo importantes para testar hipoteses
microecondmicas € avaliar politicas governamentais. ‘

Para a andlise econométrica, os dados de corte transversal usados podem ser representados e
armazenados em computadores. A Tabela 1.1 contém, de forma abreviada, um conjunto de dados de
corte transversal para o ano de 1976, de 526 trabalhadores. (Esse é um subconjunto dos dados do arqui-
vo WAGE1.RAW*.) As varidveis incluem saldrioh (salario por hora), educ (anos de educagio formal),
exper (anos de experiéncia no mercado de trabalho), feminino (indicador de género) e casado (estado
civil). Estas duas iltimas varidveis sdo bindrias (zero-um) por natureza, € servem para indicar caracte-
risticas qualitativas dos individuos. (A pessoa € do sexo feminino ou ndo; a pessoa é casada ou n3o.)
Falaremos mais sobre varidveis bindrias no Capitulo 7 e seguintes.

* NRT: Todos os arquivos mencionados no texto t€m a designagdo “* RAW”, mas no banco de dados os arqui-
vos sao planilhas em Excel (“.XLS”), e os arquivos de trabalho de programas econométricos (como
prog
“* WF1”, do Eviews®). Portanto, a designaciio “* RAW” é genérica e d4 um significado de *“*.matéria-
prima” para aplicagdes e exercicios.
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Tabela 1.1
Conjunto de Dados de Corte Transversal sobre Salarios e outras Caracteristicas Individuais
nobsi saldrioh educ exper Jfeminino casado
1 3,10 11 2 1 0
2 3,24 12 22 1 1
3 3,00 11 2 0 0
4 6,00 8 44 0 1
5 5,30 12 7 0 1
525 11,56 16 5 0] 1
526 3,50 14 5 1 0

A varidvel nobsi na Tabela 1.1 € o nimero da observagéo atribuido a cada individuo na amostra.
Diferentemente das outras varidveis, ela ndo é uma caracteristica do individuo. Todos os programas
econométricos e estatisticos atribuem a cada unidade um nimero de observagdo. A intuigio deveria
dizer-lhe que, para dados como os da Tabela 1.1, ndo importa qual pessoa € classificada como obser-
vagdo um, qual pessoa € designada pela observagio dois, e assim por diante. O fato de que a ordena-
¢do dos dados nio importa para a andlise econométrica € uma caracteristica fundamental dos conjun-
tos de dados de corte transversal obtidos a partir da amostragem aleatdria.

As vezes, varidveis diferentes correspondem a diferentes periodos nos conjuntos de dados de corte
transversal. Por exemplo, a fim de determinar os efeitos de politicas governamentais sobre o cresci-
mento econdmico de longo prazo, os economistas t€m estudado a relagdo entre crescimento do PIB per
capita real ao longo de certo periodo (digamos, 1960 a 1985) e varidveis determinadas, em parte, pela
politica governamental em 1960 (consumo do governo como percentagem do PIB e taxas de ensino
meédio de adultos). Tais conjuntos de dados poderiam ser representados como na Tabela 1.2, a qual
constitui parte do conjunto de dados usados no estudo de De Long e Summers (1991) sobre as taxas
de crescimento entre paises.

A varidvel cpibpcr representa o crescimento médio do PIB per capita real ao longo do periodo
1960 a 1985. O fato de que consgov60 (consumo do governo como percentagem do PIB) e second60
(percentagem da populagdo adulta com ensino médio) correspondem ao ano de 1960, enquanto
cpibpcr € o crescimento médio ao longo do periodo 1960 a 1985, ndo leva a quaisquer problemas
especiais ao tratar essas informagdes como um conjunto de dados de corte transversal. As observa-
¢oes estdo ordenadas alfabeticamente por pafs, mas essa ordenagio ndo afeta em nada qualquer ana-
lise subseqiiente.
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Tabela 1.2
Conjunto de Dados sobre Taxas de Crescimento Econdmico e Caracteristicas de Paises
nobsp pais cpibpcr  consgov60 second60
1 Argentina 0,89 9 32
2 Austria 3,32 16 50
3 Bélgica 2,56 13 69
4 Bolivia 1,24 18 12
61 Zimbabue 2,30 17 6

Dados de Séries de Tempo

Um conjunto de dados de séries de tempo consiste em observagdes sobre uma varidvel ou muitas varia-
veis ao longo do tempo. Exemplos de dados de séries temporais incluem precos de agoes, oferta de moeda,
indice de precos ao consumidor, produto interno bruto, taxas anuais de homicidios e nimeros de vendas
de automéveis. Como eventos passados podem influenciar eventos futuros, € como, nas ciéncias sociais,
as defasagens do comportamento s@o prevalecentes, o tempo € uma dimensdo importante em um conjun-
to de dados de séries de tempo. Diferentemente do arranjo dos dados de corte transversal, a ordenagao cro-
noldgica das observagdes em uma série de tempo transmite informagdes potencialmente importantes.

Uma caracteristica essencial dos dados de séries de tempo que torna mais dificil a andlise do gue
os dados de corte transversal € o fato de que raramente € possivel assumir (se € que é possivel) que as
observagdes econdmicas sdo independentes ao longo do tempo. A maioria das séries de tempo eco-
ndmicas, bem como de outras séries de tempo, estd relacionada — muitas vezes fortemente relacionada
— com seus histéricos recentes. Por exemplo, saber algo sobre o produto interno bruto do dltimo tri-
mestre nos diz muito sobre a provavel variagdo do PIB durante este trimestre, visto que o PIB tende
a permanecer razoavelmente estavel de um trimestre para o préximo. Embora muitos procedimentos
econométricos possam ser usados tanto com dados de corte transversal como com dados de séries de
tempo, outros pontos podem ser considerados para especificar, apropriadamente, os modelos econo-
métricos que usam dados de séries de tempo. Além disso, as modificagdes e embelezamentos das t¢c-
nicas econométricas comuns foram desenvolvidas com a finalidade de considerar e explorar a nature-
za dependente das séries de tempo € para tratar de outras questdes, tal como o fato de que algumas
varidveis econdmicas tendem a exibir claras tendéncias ao longo do tempo.

Outra caracteristica dos dados de séries de tempo que pode requerer atengao especial € a fregiién-
cia dos dados, na qual eles siio coletados. Em economia, as freqiiéncias mais comuns sdo: didria, semanal,
mensal, trimestral e anual. Os precos de agdes sdo registrados em intervalos didrios (excluindo sdbados e
domingos). A oferta de moeda na economia dos Estados Unidos € informada semanalmente. Muitas sérics
macroeconOmicas sao tabuladas mensalmente, incluindo as taxas de inflagdo e desemprego. Outras
séries macroecon6micas sio registradas menos freqiientemente, como a cada trés meses (todo trimestre).
O produto interno bruto é um exemplo importante de uma série trimestral. Outras séries de tempo, como
as taxas de mortalidade infantil dos estados norte-americanos, estdo disponiveis somente em bases anuais.
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Muitas séries de tempo econdmicas, sejam semanais, mensais ou trimestrais, exibem um forte
padrio sazonal, o qual pode ser um importante fator na andlise de séries de tempo. Por exemplo, dados
mensais sobre o inicio da constru¢@o de moradias se diferenciam entre os meses simplesmente devido a
mudangas das condig¢des climdticas. Aprenderemos como trabalhar com séries de tempo no Capitulo 10.

A Tabela 1.3 contém um conjunto de dados de séries de tempo, obtido de um artigo de Castillo-
Freeman e Freeman (1992), sobre os efeitos do salario minimo em Porto Rico. O ano mais antigo no
conjunto de dados € a primeira observagdo, € o ano mais recente disponivel € a iltima observacao.
Quando os métodos econométricos sdo utilizados para analisar dados de séries de tempo, os dados
devem ser armazenados em ordem cronoldgica.

Tabela 1.3
Salario Minimo, Desemprego e Dados Relacionados para Porto Rico
nobsa ano minmed cobmed desemp pnb
1 1950 0,20 20,1 15,4 878,7
2 1951 0,21 20,7 16,0 925,0
3 1952 0,23 22,6 14,8 1.015,9
37 1986 3,35 58,1 18,9 4.281,6
38 1987 3,35 58,2 16,8 4.496,7

A variavel minmed se refere ao salario minimo médio no ano, cobmed € a taxa de cobertura média
(o percentual de trabalhadores cobertos pela lei de saldrio minimo), desemp € a taxa de desemprego e
pnb € o produto nacional bruto. Usaremos esses dados mais adiante em uma andlise de séries de tempo
do efeito do saldrio minimo sobre o emprego.

Cortes Transversais Agrupados

Alguns conjuntos de dados tém tanto caracteristicas de corte transversal quanto de séries de tempo. Por
exemplo, suponha que dois estudos sobre familias sejam realizados nos Estados Unidos com dados de
corte transversal, um em 1985 e outro em 1990. Em 1985, uma amostra aleatéria de familias € pesquisa-
da para varidveis tais como renda, poupanga, tamanho da familia, e assim por diante. Em 1990, uma nova
amostra aleatéria de familias é extraida usando as mesmas questoes da pesquisa. A fim de aumentar nosso
tamanho de amostra, podemos formar um corte transversal agrupado ao combinar os dois anos.
Agrupar cortes transversais de diferentes anos €, freqiientemente, um modo eficaz de analisar os
efeitos de uma nova politica de governo. A idéia é coletar dados de anos anteriores e posteriores a uma
importante mudanga de politica governamental. Como exemplo, considere ¢ seguinte conjunto de
dados sobre os precos da moradia coletados em 1993 e 1995 nos Estados Unidos, quando houve uma
redugdo nos impostos sobre a propriedade em 1994. Suponha que tenhamos dados sobre 250 residén-
cias para 1993 e sobre 270 para 1995. Um modo de armazenar tais dados € apresentado na Tabela 1.4.
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Tabela 1.4
Cortes-Transversais Agrupados: Dois Anos de Pregos de Moradias
nobsm ano pregoc imppro arquad qtdorm banhos
1 1993 85.500 42 1.600 3 2,0
2 1993 67.300 36 1.440 3 2,5
3 1993 134.000 38 2.000 4 25
250 1993 243.600 41 2.600 4 3,0
251 1995 65.000 16 1.250 2 1,0
252 1995 182.400 20 2.200 4 2,0
253 1995 97.500 15 1.540 3 2,0
520 1995 57.200 16 1.100 2 1.5

As observagdes 1 a 250 correspondem as residéncias vendidas em 1993, e as observagdes 251 a »
520 correspondem as 270 residéncias vendidas em 1995. Embora a ordem na qual armazenamos os
dados ndo se revele crucial, ndo se esquega de que o ano de cada observagdo €, geralmente, muito
importante. Essa é a razdo de introduzirmos ano como uma varidvel separada.

A anilise de um corte transversal agrupado € muito parecida com a de um corte transversal padrao,
exceto pelo fato de que precisamos, freqiientemente, considerar diferengas periddicas das varidveis ao
longo do tempo. De fato, além de aumentar o tamanho da amostra, a caracteristica de uma analise de corte
transversal agrupada é, fregiientemente, ver como uma rela¢do fundamental mudou ao longo do tempo.

Dados de Painel ou Longitudinais

Um conjunto de dados de painel (ou dados longitudinais) consiste em uma série de tempo para cada
membro do corte transversal do conjunto de dados. Como exemplo, suponha que tenhamos o histéri-
co de saldrio, educacdo e emprego para um conjunto de individuos ao longo de um periodo de dez anos,
ou que possamos coletar informagées, tais como dados de investimento e financeiros, sobre 0 mesmo
conjunto de empresas ao longo de um periodo de cinco anos. Dados de painel também podem ser cole-
tados para unidades geograficas. Por exemplo, podemos coletar dados para o mesmo conjunto de muni-
cipios dos Estados Unidos sobre fluxos de imigragéo, impostos, taxas de saldrios, gastos governamen-
tais etc., para os anos de 1980, 1985 e 1990.
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A caracteristica essencial dos dados de painel que os distingue dos dados de corte transversal
agrupado € o fato de que as mesmas unidades do corte transversal (individuos, empresas ou municipios
nos exemplos anteriores) sdo acompanhadas ao longo de um determinado periodo. Os dados na Tabela
1.4 ndo sdo considerados um conjunto de dados de painel porque as residéncias vendidas sdo provavel-
mente diferentes em 1993 e 1995; se houver quaisquer repeti¢ées, o nimero € provavelmente bem
pequeno para ser significante. Em contraste, a Tabela 1.5 contém um conjunto de dados de painel de
dois anos sobre o crime e as estatisticas relacionadas para 150 cidades nos Estados Unidos.

Ha virias caracteristicas interessantes na Tabela 1.5. Primeiro, a cada cidade foi dado um niime-
ro de 1 a 150. Qual cidade decidimos chamar de cidade 1, cidade 2, e assim por diante, € irrelevante.
Assim como em um corte transversal puro, a ordenag@o no corte transversal de um conjunto de dados
de painel ndo € importante. Poderiamos usar o nome da cidade em lugar de um niimero, mas € freqiien-
temente util ter ambos.

Tabela 1.5
Conjunto de Dados de Painel sobre Estatisticas de Crime nas Cidades para Dois Anos
nobsc cidade ano homicds | populacdo | desemp policia
| l 1986 S 350.000 8,7 440
2 1 1990 8 359.200 7,2 471
3 2 1986 2 64.300 5,4 75
4 2 1990 1 65.100 5,5 75
297 149 1986 10 260.700 9,6 286
298 149 1990 6 245.000 9,8 334
299 150 1986 25 543.000 43 520
300 150 1990 32 546.200 5,2 493

Um segundo ponto € que os dois anos dos dados para a cidade 1 preenchem as duas primeiras
linhas ou observagdes. As observagdes 3 e 4 correspondem a cidade 2, e assim por diante. Como cada
uma das 150 cidades tem duas linhas de dados, qualquer pacote econométrico vera isso como 300
observacdes. Esse conjunto de dados pode ser tratado como um corte transversal agrupado, em que as
mesmas cidades aparecem em cada ano. Porém, como veremos nos Capitulos 13 e 14, podemos tam-
bém usar a estrutura de patnel para responder a questdes que nao podem ser respondidas simplesmen-
te vendo isso.como um corte transversal agrupado.

Ao organizar as observacdes na Tabela 1.5, colocamos os dois anos dos dados de cada cidade um
ao lado do outro, com o primeiro ano antecedendo o segundo em todos os casos. Apenas por questdes
préticas, esse € o modo preferido de se ordenar conjuntos de dados de painel. Essa organiza¢do con-
trasta com o modo pelo qual os cortes transversais agrupados sdo armazenados na Tabela 1.4. Em resu-
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mo, a razdo para ordenar os dados de painel como na Tabela 1.5 é que precisaremos fazer transforma-
¢des dos dados para cada cidade nos dois anos.

Como os dados de painel requerem a repeticdo das mesmas unidades ao longo do tempo, os con-
juntos de dados de painel, especialmente aqueles sobre individuos, familias e empresas, sdo mais difi-
ceis de se obter que os cortes transversais agrupados. Nao surpreendentemente, observar as mesmas
unidades ao longo do tempo traz vérias vantagens sobre os dados de corte transversal ou mesmo sobre
os de dados de cortes transversais agrupados. O beneficio que salientaremos neste livro é que ter miil-
tiplas observacdes sobre as mesmas unidades nos permite controlar certas caracteristicas nio obser-
véveis dos individuos, firmas etc. Como veremos, o uso de mais de uma observagio pode facilitar a
inferéncia causal em situa¢Oes em que inferir causalidade seria muito dificil se somente wm tnico
corte transversal estivesse disponivel. Uma segunda vantagem dos dados de painel é que eles, fre-
giientemente, nos permitem estudar a importancia das defasagens do comportamento ou o resultado
de tomar decisdes. Essa informac¢ao pode ser importante, visto que se pode esperar o impacto em mui-
tas politicas piiblicas somente ap6s algum tempo.

A maior parte dos livros para cursos de nivel superior nio contém uma discussdo de métodos eco-
nométricos para dados de painel. Entretanto, os economistas agora reconhecem que algumas questdes
sdo dificeis, se ndo impossiveis, de serem respondidas satisfatoriamente sem dados de painel. Como.
vocé verd, podemos fazer consideraveis progressos com andlises simples de dados de painel, um méto-
do que ndo é muito mais dificil do que trabalhar com um conjunto de dados de corte transversal padrio.

Um Comentario sobre Estruturas de Dados

A Parte 1 deste livro cobre a andlisc de dados de corte transversal, jd que ela propde menos concieitos
e dificuldades técnicas. Ao mesmo tempo, ela ilustra muitos dos temas essenciais da andlise economé-
trica. Usaremos os métodos e as idéias da andlise de corte transversal no restante do texto.

Embora a andlise econométrica de séries de tempo use muitas das mesmas ferramentas que a
analise de corte transversal, ela é mais complicada devido a existéncia de tendéncia que traduz a
natureza altamente persistente de muitas séries de tempo econdmicas. Acredita-se que agora sio
considerados falhos muitos exemplos que tém sido tradicionalmente usados para ilustrar a manci-
ra pela qual os métodos econométricos podem ser aplicados a dados de séries de tempo. Faz pouco
sentido usar tais exemplos inicialmente, visto que esse habito somente reforca uma pritica econo-
mélrica insatisfatoria. Portanto, postergaremos o tratamento da econometria de séries de tempo até
a Parte 2, quando questdes importantes concernentes a tendéncia, persisténcia, dinimica e sazona-
lidade serio introduzidas.

Na Parte 3, trataremos explicitamente de cortes transversais agrupados e dados de painel. A ana-
lise de cortes transversais independentemente agrupados ¢ a andlise simples de dados de painel sdo
ambas independentemente, extensdes claras e diretas da andlise pura de corte transversal. Entretanto,
vamos esperar até o Capitulo 13 para tratar desses tépicos.

1.4 A CAUSALIDADE E A NOGAO DE CETERIS PARIBUS NA
ANALISE ECONOMETRICA

Em muitos testes de teoria econdmica, e certamente para avaliar politicas publicas, o objetivo do cco-
nomislta € inferir que uma varidvel (tal como a educagdo) tem um efeito causal sobre outra variavel
(tal como a produtividade do trabalhador). Encontrar simplesmente uma associagdo entre duas ou
mais variaveis pode ser sugestivo, mas, a ndo ser que se possa estabelecer uma causalidade, raramen-
te ela é convincente.
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A nogio de ceteris paribus — que significa “outros fatores (relevantes) permanecendo iguais” —
desempenha um papel importante na andlise causal. Essa idéia esteve implicita em algumas de nos-
sas discussdes anteriores, particularmente nos Exemplos 1.1 e 1.2, mas até agora nio a mencionamos
explicitamente.

Vocé provavelmente se lembra de que na economia introdutéria muitas questdes economicas sio
ceteris paribus por natureza. Por exemplo, na andlise da demanda do consumidor, estamos interessa-
dos em conhecer o efeito da variacdo do preco de um bem sobre sua quantidade demandada, enquan-
to todos os outros fatores — tais como renda, precos de outros bens e gostos individuais — permanecem
fixos. Se outros fatores ndo forem mantidos fixos, ndo poderemos conhecer o efeito causal de uma
variagio do precgo sobre a quantidade demandada.

Manter fixos os outros fatores também € crucial para a anélise da politica governamental. No
exemplo do treinamento de trabalho (Exemplo 1.2), poderiamos nos interessar pelo efeito de outra
semana de treinamento sobre os salarios, com todos os outros componentes permanecendo iguais (em
particular, educagio e experiéncia). Se conseguirmos manter fixos todos os outros fatores relevantes e,
em seguida, acharmos uma ligagdo entre treinamento e saldrios, poderemos concluir que o treinamen-
to tem um efeito causal sobre a produtividade do trabalhador. Embora isso possa parecer simples,
mesmo nesse estagio inicial deve ficar claro que, exceto em casos muito especiais, nao serd possivel,
literalmente, manter tudo o mais igual. A questdo fundamental na maioria dos estudos empiricos é€:
foram mantidos fixos em nimero suficiente outros fatores, para que se possa inferir a causalidade?
Raramente avalia-se um estudo econométrico sem levantar essa questao.

Em muitas aplicagdes sérias, o niimero de fatores que podem afetar a varidvel de interesse — tal
como a atividade criminosa ou os salarios — € imenso, e isolar qualquer varidvel particular pode pare-
cer um esforgo inttil. Entretanto, veremos no final que, quando cuidadosamente aplicados, os métodos
econométricos podem simular um experimento ceteris paribus.

Neste ponto, ndo podemos ainda explicar como os métodos econométricos sao usados para estimar
efeitos ceteris paribus; desse modo, consideraremos alguns problemas que podem surgir ao se tentar
inferir causalidade em economia. Ndao vamos usar nenhuma equagiio nessa discussio. Para cada exem-
plo, o problema de inferir causalidade desaparece se um experimento apropriado puder ser conduzido.
Assim, € titil descrever como tal experimento poderia ser estruturado e observar que, em muitos casos,
obter dados experimentais ¢ impraticdvel. Também € de grande auxilio pensar por que os dados dispo-
niveis as vezes nio t€m as principais caracteristicas de um conjunto de dados experimentais.

Daqui em diante, contaremos com a compreensao intuitiva dos termos aleatdrio, independéncia
e correlacio, que devem ser familiares para quem estudou probabilidade e estatistica. (Esses concei-
tos sfo revistos no Apéndice B, disponivel na pdgina do livro, no site www.thomsonlearning.com.br.)
Vamos comegar com um exemplo que ilustra algumas dessas questdes importantes.

 BXgMPLo 13

(Efeitos dos Fertilizantes sobre a Produgao Agricolé)

€ b E

Alguns dos primeiros estudos econométricos [por exemplo, Griliches (1957)] consideraram os efeitos de novos
fertilizantes sobre a produgo agricola. Suponha a soja como o produto em consideragao. Como a quantidade
de fertilizantes é somente um fator que afeta a produgdo — outros fatores incluem chuva, qualidade da terra
e presenca de parasitas —, essa questao deve ser levantada como uma questdo ceteris paribus. Uma manei-
ra de determinar o efeito causal da quantidade de fertilizantes sobre a produgao de soja é conduzir um expe-
rimento, que poderia incluir os seguintes passos. Escolha varios lotes de terra de um acre. Aplique diferentes
quantidades de fertilizante em cada lote e, subsegiientemente, mensure a produgdo; isso nos da :

L o L IR o S W DL R U €A SR, A L A ey I N st NG e A Y T AR b 18

P SUATPTER T PTINCARATRIM AN TR

£ WA R KI5



i

14  Introducdo & Econometria — Editora Thomson

Ao ? e A A0 IR I AR SR, ey X BT L I A et S 20

. EXEMPLO 1.3 (continuagdo)

S LY

um conjunto de dados de corte transversal. Em seguida, use os métodos estatisticos (a serem introduzidos
no Capitulo 2) para medir a associacao entre producao de soja e quantidades de fertilizantes.

Como descrito anteriormente, isso pode ndo parecer um experimento muito bom, pois ndo dissemos
nada sobre escolher lotes de terra que sejam idénticos em todos os aspectos, com excecio da quantidade de
fertilizantes. De fato, escolher lotes de terra com essa caracteristica ndo é exeqiivel: alguns dos fatores, como
a qualidade da terra, nao podem ser, de fato, observados. Como sabemos que os resultados desse experimen-
to podem ser usados para mensurar o efeito ceteris paribus dos fertilizantes? A resposta depende das espe-
cificidades de como as quantidades de fertilizantes sdo escolhidas. Se os niveis de fertilizantes s&o atribuidos
aos lotes independentemente de outras caracteristicas do lote que afetam a produgdo — isto &, outras carac-
teristicas dos lotes sao completamente ignoradas quando se decide sobre as quantidades de fertilizantes —,
entdo podemos comegar a fazer o que planejamos. Justificaremos essa afirmacao no Capitulo 2.
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O préximo exemplo € mais representativo das dificuldades que surgem ao se inferir causalidade
em economia aplicada.

(Medmdo 0 Retomo da Educa(;ao)

Os economistas especializados em trabalho e os formuladores de politicas publicas ha muito se interessam
pelo “retorno da educagdo”. De modo um tanto informal, a questdo é colocada da sequinte maneira: se uma
pessoa é escolhida de uma populago, e recebe um ano a mais de educagdo, em quanto aumentara seu sala-
rio? Assim como nos exemplos anteriores, essa é uma questdo ceteris paribus, que implica que todos os
outros fatores sdo mantidos fixos enquanto a pessoa recebe um ano a mais de educacao.

Podemos imaginar um planejador social esquematizando um experimento para estudar essa questao, da mesma
maneira que o pesquisador agricola pode projetar um experimento para estimar os efeitos dos fertilizantes. Uma
abordagem é sequir o exemplo dos fertilizantes no Exemplo 1.3: escolha um grupo de pessoas, dé aleatoriamen-
te a cada pessoa uma quantidade de educacio (algumas pessoas recebem alguns anos de estudo que equivalem
ao ensino fundamental, a outras é dado uma educagdo que equivale ao ensino médio etc.), e, em sequida, men-
sure seus salarios (assumindo que cada uma delas no momento trabalha). Aqui, as pessoas sao como os lotes
no exemplo dos fertilizantes, em que a educa¢do desempenha o papel dos fertilizantes, e o salario, o da produgo
da soja. Como no Exemplo 1.3, se niveis de educagdo forem atribuidos independentemente de outras caracteris-
ticas que afetam a produtividade (tal como experiéncia e aptidao inata), uma andlise que ignorar esses outros
fatores produzira resultados tteis. Uma vez mais, no Capitulo 2, faremos algum esforco para justificar essa afir-
magdo; por ora, ela é formulada sem sustentaggo.

Diferentemente do exemplo fertilizante-produgio, o experimento descrito no Exemplo 1.4 é inexe-
qiiivel. As questdes morais — sem mencionar 0s custos econdmicos — associadas 4 determinagao aleato-
ria dos niveis de educagfio para um grupo de individuos sdo ébvias. Além disso, ndo hd légica em sim-
plesmente atribuir a alguém alguns anos de educagio se tal pessoa j4 completou o curso superior.

Embora dados experimentais ndo possam ser obtidos para medir o retorno da educagio, podemos
certamente coletar dados nao-experimentais sobre niveis de educagio e salarios para um grupo gran-
de, fazendo amostras aleatérias da populacdo de trabalhadores. Tais dados estio disponiveis em uma
variedade de pesquisas usadas em economia do trabalho, mas esses conjuntos de dados tém uma carac-
teristica que torna dificil estimar o retorno ceteris paribus da educacao.
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As pessoas escolhem seus proprios niveis de educagao; portanto, os niveis de educag@o nio sdo, pro-
vavelmente, determinados independentemente de todos os outros fatores que afetam os saldrios. Esse
problema € uma caracteristica compartilhada de muitos conjuntos de dados nAo-experimentais.

Um fator que afeta o sal4rio é a experiéncia da forca de trabalho. Visto que possuir mais educa-
¢do requer, geralmente, um adiamento da entrada na forga de trabalho, aqueles com mais educagio
tém, muitas vezes, menos experi€éncia. Assim, em um conjunto de dados ndo-experimentais sobre
saldrios e educacgfo, provavelmente a educacgio estd negativamente associada com uma varidvel fun-
damental que também afeta o saldrio. Acredita-se também que pessoas com mais aptiddo inata esco-
lham, freqiientemente, niveis de educag¢ao mais altos. Como aptiddo maior leva a saldrios maiores,
temos novamente uma correlagio entre educagao e um fator crucial que afeta o salario.

Os fatores omitidos no exemplo dos saldrios, experi€ncia e aptiddo, t€m semelhanga no exemplo
dos fertilizantes. A experiéncia &, em geral, ficil de mensurar e, portanto, similar a uma variivel como
a chuva. A aptidao, no entanto, € algo vago e dificil de quantificar; ela € similar a qualidade da terra no
exemplo dos fertilizantes. Como veremos ao longo deste livro, considerar outros fatores, como a expe-
riéncia, ao estimar o efeito ceteris paribus de outra varidvel, como a educagfo, ¢ algo relativamente
direto e simples. Também descobriremos que considerar fatores inerentemente niao observaveis, como
a aptiddo, é muito mais problematico. Pode-se dizer que muitos dos avangos nos métodos econométri-
cos tém tentado lidar com fatores nao observados nos modelos econométricos.

Podemos fazer um ultimo paralelo entre os exemplos 1.3 e 1.4. Suponha que, no caso dos fertili-
zantes, as quantidades de fertilizantes nido sejam completamente determinadas de modo aleatério. Em
vez disso, o assistente que escolheu os niveis de fertilizante pensou que seria melhor colocar mais fer-
tilizante nas dreas de terra de maior qualidade. (Os pesquisadores agricolas devem ter uma idéia apro-
ximada sobre quais dreas de terra t€ém melhor qualidade, ainda que eles ndo possam ser capazes de
quantificar totalmente as diferencas.) Essa situagdo é completamente andloga a da relagdo estabeleci-
da entre o nivel de escolaridade e a aptiddo nio observada no Exemplo 1.4. Como terras melhores
levam a safras maiores, e mais fertilizantes foram usados nas melhores areas, qualquer relag@o obser-
vada entre produgdo de soja e quantidade de fertilizantes poderia ser espuria.
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(0 Efexto do Cumprunento da Lei sobre os Niveis de Criminalidade das Cidades)
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A questio de como impedir a criminalidade esta — e provavelmente continuara — entre nés ha um bom
tempo. Uma indagagdo especialmente importante sobre esse aspecto é: a presenca de mais policiais nas ruas
detém a criminalidade? i

A questao ceteris paribus ¢ facil de formular. Se uma cidade fosse escolhida aleatoriamente e recebesse,
por exemplo, dez policiais a mais, em quanto suas taxas de criminalidade cairiam? Outra maneira de formular
a questdo é; se duas cidades fossem, em todos os aspectos, iguais, exceto que a cidade A tivesse dez policiais
a mais que a cidade B, em quanto difeririam as taxas de criminalidade das duas cidades?

Seria virtualmente impossivel encontrar pares de comunidades idénticas em todos os aspectos, exceto
no que respeita ao tamanho de suas forgas policiais. Felizmente, a analise econométrica nao requer isso. O
{ que, de fato, precisamos saber é se os dados que podemos coletar sobre os niveis de criminalidade de uma
comunidade e o tamanho de sua forca policial podem ser vistos como experimentais. Podemos, certamente,
imaginar um experimento verdadeiro, envolvendo um grande nimero de cidades, em que decidimos quan-
tos policiais cada uma delas usara no ano segumte
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EXEMPLO l 5 (contmuac;ao)

g Embora os policiais possam ser usados para produzir um efeito sobre o tamanho das forcas policiais,
g certamente ndo podemos dizer a cada cidade quantos policiais ela deve empregar. Se, como é provavel, a

decisdo de uma cidade sobre quantos policiais empregar estiver correlacionada com outros fatores relativos
? as cidades que afetam a criminalidade, os dados deverdo ser vistos como ndo experimentais. De fato, um
* modo de ver esse problema é observar que as escolhas de uma cidade relativamente ao tamanho da forca -
. policial e a quantidade de crimes sdo simultaneamente determinadas. Vamos tratar explicitamente desse
problema no Capitulo 16. .
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Os trés primeiros exemplos que discutimos utilizaram com dados de corte transversal em vérios
niveis de agregagdo (por exemplo, do individuo ou da cidade). Os mesmos obstdculos surgem ao se
inferir causalidade em problemas de séries de tempo.
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{ {0 Efeito do Salario Minimo sobre o Desemprego)

{ Uma questdo de politica governamental importante, e talvez controversa, diz respeito ao efeito do salario
3 minimo sobre as taxas de desemprego para varios grupos de trabalhadores. Embora esse problema possa ser

. estudado dentro de uma variedade de estruturas de dados (dados de corte transversal, de séries de tempo ou
de painel), os dados de séries de tempo sdo, freqiientemente, usados para observar efeitos agregados. Um
exemplo de um conjunto de dados de séries de tempo relativo a taxas de desemprego e salarios minimos foi
dado na Tabela 1.3.

A analise-padrao de oferta e demanda implica que, quando o saldrio minimo cresce acima do salario de
equilibrio de mercado, ha um movimento para cima ao longo da curva de demanda por trabalho e o emprego
total diminui. (A oferta de trabalho excede a demanda por trabalho.) Para quantificar esse efeito, podemos estu-
dar a relacao entre emprego e saldrio minimo ao longo do tempo. Além de algumas dificuldades especiais que
podem surgir ao se lidar com dados de séries de tempo, ha possiveis problemas com a inferéncia de causalida- -
de. O salario minimo nos Estados Unidos ndo €é determinado individualmente. Vérias forcas econdmicas e poli-
ticas exercem forte influéncia sobre o saldrio minimo de qualquer ano. (O salario minimo, uma vez determina-
do, fica geralmente congelado por muitos anos, a nao ser que esteja indexado a inflagao.) Assim, é provével que
0 salario minimo esteja relacionado com outros fatores que tém efeito sobre os niveis de emprego.

Podemos imaginar o governo dos Estados Unidos conduzindo um experimento para determinar os efei-
tos do salario minimo sobre o emprego (em vez de se preocupar com o bem-estar dos trabalhadores que
ganham salarios baixos). O salario minimo poderia ser estabelecido aleatoriamente pelo governo a cada ano,
enquanto os resultados do emprego poderiam ser tabulados. Os dados experimentais de séries de tempo
resultantes poderiam, em seguida, ser analisados usando métodos econométricos razoavelmente simples.
Mas esse cenario dificilmente descreveria como os salarios minimos sdo determinados.

Se pudéssemos controlar suficientemente outros fatores relacionados com o emprego, ainda poderia-
mos esperar estimar o efeito ceteris paribus do salario minimo sobre o emprego. Nesse sentido, o problema
seria muito similar aos exemplos anteriores de corte transversal.
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Mesmo quando as teorias econémicas ndo so mais naturalmente descritas em termos de causali-
dade, elas geralmente tém previsdes que podem ser testadas por meio de métodos econométricos. O
exemplo seguinte demonstra essa abordagem.
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(A Hipotese das Expectativas)

A hipétese das expectativas da economia financeira afirma que, dadas todas as informacdes disponiveis
ao investidor no momento de investir, o retorno esperado de quaisquer dois investimentos é o mesmo. Por
exemplo, considere dois possiveis investimentos, com um horizonte de investimento de trés meses, adqui-
ridos no mesmo momento. (1) Comprar um titulo do Tesouro norte-americano de trés meses, com valor de
face de $ 10.000, por um preco abaixo de $ 10.000; em trés meses, vocé recebe $ 10.000. (2) Comprar
um titulo de seis meses (a um preco abaixo de $ 10.000) e, em trés meses, vendé-lo como um titulo de trés
meses. Cada investimento requer, mais ou menos, a mesma quantidade de capital inicial, mas ha uma dife-
renca importante. Para o primeiro investimento, vocé sabe exatamente qual é o retorno no momento da
compra, porque vocé sabe o prego inicial do titulo de trés meses e de seu valor de face. Isso n3o é verda-
de para o segundo investimento: embora saiba o prego do titulo de trés meses quando o compra, vocé ndo
conhece o preco pelo qual o vendera em trés meses. Portanto, ha incerteza com relacao a esse investimen- |
to para aqueles que tém um horizonte de investimento de trés meses.

Os retornos reais desses dois investimentos serdo, em geral, diferentes. De acordo com a hipétese das
expectativas, o retorno esperado do segundo investimento, dadas todas as informac¢des no momento do
investimento, deve-se igualar ao retorno de se adquirir um titulo de trés meses. Essa teoria é razoavelmente
facil de testar, como veremos no Capitulo 11.

Neste capitulo introdutério, discutimos o propésito € o escopo da andlise cconométrica. A econometria
€ utilizada em todos os campos da economia aplicada para testar teorias econdmicas, para informar o
governo, principalmente os formuladores de politicas publicas e o setor privado, e para prever séries de
tempo econdmicas. As vezes, um modelo econométrico é derivado de um modelo econdmico formal,
mas, em outros casos, os modelos econométricos sdo baseados em raciocinios econdmicos informais e
na intuigdo. O objetivo da andlise econométrica € estimar os pardmetros do modelo e testar as hipéteses
sobre esses parimetros; os valores e os sinais dos parimetros determinam a validade de uma teoria eco-
nomica e os efeitos de determinadas politicas publicas.

Dados de corte transversal, de séries de tempo, de cortes transversais agrupados e de painel sdao
os tipos mais comuns de estruturas de dados usadas na econometria aplicada. Conjuntos de dados que
envolvam uma dimensdo temporal, como os dados de séries de tempo e de painel, requerem tratamen-
to especial devido a correlagdo através do tempo de muitas séries econdmicas. Outras questdes, tais
como tendéncias e sazonalidade, surgem na anélise de séries de tempo, mas nio na andlise de dados de
corte transversal.

Na Secdo 1.4, discutimos as nogdes de ceteris paribus e de inferéncia causal. Em muitos casos,
as hipéteses das ci€ncias sociais sdo, por natureza, ceteris paribus: todos os outros fatores relevantes
devem estar fixos ao se estudar a relagdo entre duas varidveis. Por causa da natureza ndo-experimental
de muitos dados coletados nas ciéncias sociais, descobrir relagdes causais ¢ muito desafiador.



Analise de Regressao com Dados
de Corte Transversal

parte 1 do texto aborda a andlise de regressdao com dados de corte transversal. Ela se apéia na
algebra estudada nos cursos superiores € em conceitos basicos de probabilidade e estatistica.
Os Apéndices A, B e C contém revisdes completas sobre esses topicos.
O Capitulo 2 tem inicio com o modelo de regressao linear simples, no qual explicamos uma varidvel
em termos de outra. Embora a regressao simples ndo seja amplamente usada em econometria aplica-
da, ela € utilizada ocasionalmente e serve como um ponto de partida natural, pois sua dlgebra e suas
interpretacdes sdo relativamente simples.

Os capitulos 3 e 4 cobrem os fundamentos da andlise de regressao miiltipla, em que permitimos
que mais varidveis afetem a varidvel que estamos tentando explicar. A regressdo miiltipla € ainda o
método mais geralmente usado na pesquisa empirica, de modo que esses capitulos merecem atengio
cuidadosa. O capitulo 3 enfatiza a dlgebra do método de minimos quadrados ordindrios (MQO), esta-
belecendo ainda as condigGes necessdrias para que os estimadores MQO sejam nido-viesados e também
os melhores estimadores lineares ndo-viesados. O Capitulo 4 trata do importante tépico da inferéncia
estatistica.

O Capitulo 5 discute as propriedades referentes as amostras grandes, ou assintéticas, dos esti-
madores MQO. Essa discussdo oferece a justificativa para os procedimentos de inferéncia do Capitulo 4
quando os erros em um modelo de regressdo ndo sdo normalmente distribuidos. O capitulo 6 cobre
alguns tépicos adicionais da andlise de regressdo, incluindo questdes avangadas sobre forma funcional,
transformacao dos dados, previsdo e grau de ajuste da estimagdo. O Capitulo 7 explica como a infor-
macio qualitativa pode ser incorporada em modelos de regressio mdltipla.

O Capitulo 8 ilustra como testar e corrigir o problema da heteroscedasticidade, ou variancia nio-
constante, no termo erro. Mostramos como as estatisticas MQO usuais podem ser ajustadas e também
apresentamos uma extensio do método MQO, conhecida como método dos minimos quadrados pon-
derados, que explica diretamente as diferentes variancias dos erros. O Capitulo 9 explora o importante
problema da correlagdo entre o termo erro € uma ou mais das varidveis explicativas. Demonstramos
como a utilizagdo de uma varidvel proxy pode resolver o problema de varidveis omitidas.
Adicionalmente, determinamos o viés € a inconsisténcia dos estimadores MQO na presenga de certos
tipos de erros de medida nas varidveis. Diversos problemas de tratamento dos dados sdo também dis-
cutidos, incluindo o problema dos outliers.

18



=¥

Y

O Modelo de Regressao Simples

modelo de regressdo simples pode ser usado para estudar a relagao entre duas variaveis. Por

razdes que veremos adiante, o modelo de regressido simples tem limitagdes enquanto ferramenta

geral para a anélise empirica. No entanto, as vezes ele € apropriado como ferramenta empirica.
Aprender como interpretar o modelo de regressio simples é uma boa prética para estudar a regressio
multipla, o que faremos nos capitulos subseqiientes.

2.1 DEFINICAO DO MODELO DE REGRESSAO SIMPLES

Grande parte da anélise econométrica comega com a seguinte premissa: y e x sio duas varidveis. repre-
sentando alguma populagio, e estamos interessados em “explicar y em termos de x”, ou em “estudar
como y varia com variagdes em x”. Discutimos alguns exemplos no Capitulo 1, incluindo: y é a produ-
¢io de soja, e x, a quantidade de fertilizantes; y € o saldrio-hora, e x, anos de educagio; e y € uma taxa
de criminalidade em uma comunidade, e x, o nimero de policiais.

Ao escrever um modelo que “explicard y em termos de x”, defrontamo-nos com trés questocs.
Primeira, como nunca ha uma relagfio exata entre duas varidveis, como consideramos outros fatores
que afetam y? Segunda, qual € a relagdo funcional entre y e x? E terceira, como podemos estar certos
de que estamos capturando uma relagao ceteris paribus entre y € x (se esse for um objetivo desejado)?

Podemos resolver essas ambigiiidades escrevendo uma equagio que relaciona y a x. Uma equagio
simples €

y=By+Bx+u. : (2.1)

A equagio (2.1), que supostamente € vilida para a populacédo de interesse, define 0 modelo de regres-
sdo linear simples. Ela também € chamada imodelo de regressio linear de duas varidveis ou modelo
de regressdo linear bivariada, pois relaciona as duas varidveis x ¢ y. Vamos discutir, agora, o signifi-
cado de cada uma das quantidades em (2.1). (A proposito, o termo “regressao’ tem origens que ndo sdo
especialmente importantes para muitas das aplicagdes econométricas modernas, de modo que nao
0 explicaremos aqui. Veja Stigler (1986) para uma histéria interessante da anélise de regressao.)
Quando relacionadas por {2.1), as varidveis y € x t€m vdrios nomes diferentes, os quais sdo inter-
cambidveis, como explicado em seguida. y € chamada a varidvel dependente, a variavel explicada,
a variavel de resposta, a variavel prevista, ou o regressando. x é chamada a variavel independen-
ae, a variavel explicativa, a variavel de controle, a variavel previsora, ou o regressor. (O termo

. ‘A./\
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covaridvel também € usado para x.) Os termos “varidvel dependente” e “varidvel independente” sdo
usados com freqii€éncia em econometria. Mas esteja consciente de que o nome “independente” nio se
refere aqui a nogio estatistica de independéncia entre variaveis aleatérias (veja Apéndice B, disponi-
vel na pigina do livro, no site www.thomsonlearning.com.br).

Os termos varidveis “explicada” e “explicativa” sdo, provavelmente, os mais descritivos.
“Resposta” e “controle” sdo muito usados nas ci€ncias experimentais, em que a variivel x esti sob o
controle do pesquisador. Nao usaremos os termos “varidvel prevista” e “previsora”, embora algumas
vezes vocé os veja no texto. Nossa terminologia para a regressdo simples est4 resumida na Tabela 2.1.

Tabela 2.1
Terminologia para a Regressao Simples

y x
Variavel Dependente Varidvel Independente
Varidvel Explicada Varidvel Explicativa
Varidvel de Resposta Varidvel de Controle
Variavel Prevista Varidvel Previsora
Regressando Regressor

A varidvel u, chamada de termo erro ou perturbacao da relacdo, representa outros fatores, além
de x, que afetam y. Uma andlise de regressao simples trata, efetivamente, todos os fatores, além de x,
que afetam y como ndo-observados. Vocé pode pensar em «, convenientemente, como representando o
“ndo-observado”.

A equagdo (2.1) também trata da questdo da relagdo funcional entre y € x. Se os outros fatores em u
sdo mantidos fixos, de modo que a varia¢ao em u € zero, Au = 0, entdo x tem um efeito linear sobre v:

Ay = BAx se Au = 0. - (2.2)

Assim, a variagdo em y €, simplesmente, 3, multiplicado pela varia¢do em x. Isso significa que 3, € o
parametro de inclinacdo da relagio entre y e x, mantendo fixos os outros fatores em u; ele € de inte-
resse fundamental em economia aplicada. O parametro de intercepto 3, também tem seus usos,
embora ele raramente seja central para uma andlise.

EXEMPLO 2.1
(Producao de Soja e Fertilizantes)

Suponha que a producao de soja seja determinada pelo modelo

produgcao = By + B, fertilizante + u, {2.3)
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“EXEMPLO 2.1/ {contimiacdol
de modo que y = produgdo e x = fertilizantes. O pesquisador agricola esta interessado no efeito dos ferti-
lizantes sobre a produgéo, mantendo outros fatores fixos. Esse efeito é dado por 8;. O termo erro u contém

fatores como qualidade da terra, chuva etc. O coeficiente 3, mede o efeito dos fertilizantes sobre a producao,
mantendo outros fatores fixos: Aproducido = B,Afertilizante.

EXEMPLO 2.2
(Uma Equacgao Simples do Salario)

Um modelo que relaciona o saldrio de uma pessoa a educacdo observada e outros fatores nao-observados é

saldrioh = By + B educ + u. (2.4)

Se saldrioh € medido em ddlares por hora e educ corresponde a anos de educacdo formal, 8, mede a varia-
¢a0 no saldrio-hora dado um ano a mais de educacdo, mantendo todos os outros fatores fixos. Alguns des-
ses fatores incluem experiéncia da forga de trabalho, aptiddo inata, permanéncia com o empregador atua!,
ética no trabalho e inumerdveis outras coisas.

A linearidade de (2.1) implica que uma varia¢do de uma unidade em x tem o mesmo efeito sobre
¥, independentemente do valor inicial de x. Isso € irrealista para muitas aplicagdes econdmicas. Por
exemplo, no saldrio-educagdo, poderfamos querer considerar retornos crescentes: o préximo ano de
educagio teria, em relacdo ao anterior, um efeito maior sobre os saldrios. Veremos como considerar
tais possibilidades na Secéo 2.4.

A questdo mais dificil € saber se o modelo (2.1) realmente nos permite tirar conclusdes ceferis
paribus sobre como x afeta y. Acabamos de ver, na equagio (2.2), que 8, mede, de fato, o efeito de x
sobre y, mantendo todos os outros fatores (em u) fixos. Encerra-se com isso a questio da causalidade?
Infelizmente, ndo. Como podemos esperar aprender algo, em geral, sobre o efeito ceteris paribus de x
sobre y, mantendo outros fatores fixos, quando estamos ignorando todos aqueles outros fatores?

A Secdio 2.5 mostrard que somos capazes de obter estimadores confidveis de 8, e 8, de uma amos-
tra aleatéria de dados somente quando fazemos uma hipétese que restrinja a maneira de como o termo
ndo-observavel u estd relacionado a varidvel explicativa x. Sem tal restrigdo, ndo seremos capazes de
estimar o efeito ceteris paribus, ;. Como u € x 50 varidveis aleatrias, precisamos de um conceito
baseado em probabilidade. :

Antes de expormos a hipétese crucial de como x e u sdo relacionados, podemos scmpre fazer uma
hipétese sobre u. Se o intercepto B, estd incluido na equagdo, nada se perde ao assumir que o valor
médio de u na populagio € zero.

Matematicamente,

E(u) = 0. " (2.5)
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A hipétese (2.5) nao diz nada sobre a relacdo entre u e x; ela simplesmente faz uma afirmacao sobre a
distribuicio dos fatores ndo-observaveis na populagdo. Usando os exemplos anteriores como ilustra-
¢do, podemos ver que a hipétese (2.5) ndo € muito restritiva. No Exemplo 2.1, ndo perdemos nada ao
normalizar os fatores ndo-observaveis que afetam a produgio de soja, tal como a qualidade da terra,
para ter uma média zero na populag¢io de todos os lotes cultivados. O mesmo € verdadeiro para os fato-
res nao-observaveis do Exemplo 2.2. Sem perda de generalidade, podemos assumir que coisas como a
média da aptiddo sdo zero na populagdo de todas as pessoas que trabalham. Se voc€ ndo esta conven-
cido, pode trabalhar com o Problema 2.2 para ver que podemos sempre redefinir o intercepto na equa-
cao (2.1) para tornar (2.5) verdadeiro.

Agora, vamos voltar a hipétese crucial concernente & u e x como sdo relacionados. Uma medida
natural de associagio entre duas varidveis aleatdrias € o coeficiente de correlagdo. (Veja Apéndice B,
disponivel no site da Thomson, para defini¢ao e propriedades.) Se u e x sdo ndo-correlacionados, logo,
enquanto variaveis aleatdrias, ndo sao linearmente relacionados. Assumir que ¥ e x sdo nao-relaciona-
dos requer um caminho longo para definir o sentido em que u e x deveriam ser ndo-correlacionados na
equacgdo (2.1). Mas isso ndo vai longe o suficiente, pois a correlagdo mede somente a dependéncia
linear entre u e x. A correlagdo tem uma caracteristica algo contra-intuitiva: € possivel que u seja ndo-
correlacionado com x e seja correlacionado com fungdes de x, tal como x%. (Veja Se¢do B.4 para uma
discussdo adicional.) Essa possibilidade ndo € aceitdvel para muitos propdsitos da regressao, visto que
causa problemas para interpretar o modelo e para derivar propriedades estatisticas. Uma hip6tese
melhor envolve o valor esperado de u, dado x.

Como u e x sdo varidveis aleatdrias, podemos definir a distribui¢do condicional de u, dado qual-
quer valor de x. Em particular, para qualquer x, podemos obter o valor esperado (ou médio) de u para
aquela fatia da populagdo descrita pelo valor de x. A hipdtese crucial € que o valor médio de u ndo
depende do valor de x. Podemos escrever 1ss0 como

E(ulx) = E(u) = 0, (2.6)

em que a segunda igualdade resulta de (2.5). A primeira igualdade na equagao (2.6) € a hipétese nova.
Ela diz que, para qualquer valor de x, a média dos fatores ndo-observaveis € a mesma e, portanto, deve
igualar-se ao valor médio de u na populagdo. Quando combinamos a primeira igualdade da equagio
(2.6) com a hipétese (2.5), obtemos a hipétese de média condicional zero.

Vamos ver o que (2.6) acarreta ao exemplo do saldrio. Para simplificar a discussdo, assuma que
u seja 0 mesmo que aptiddo inata. Entéo, (2.6) requer que o nivel médio de aptiddo seja o mesmo,
independentemente dos anos de educagio formal. Por exemplo, se E(aptidio|8) representa a aptidio
média para o grupo de todas as pessoas com oito anos de educagdo formal, e E(aptiddo|16) repre-
senta a aptiddo média entre pessoas na populagdo com 16 anos de educacio formal, portanto (2.6)
implica que essas médias devem ser as mesmas. De fato, o nivel de aptiddo média deve ser o mesmo
para todos os niveis de educagdo. Se, por exemplo, entendemos que a aptiddo média aumenta com os
anos de educagdo formal, entdo (2.6) € falsa. (Isso aconteceria se, em média, pessoas com maior
aptiddo escolhessem tornar-se mais educadas.) Como nio podemos observar aptiddo inata, ndo temos
um modo de saber se a aptidio média € ou nio a mesma para todos os niveis de educacdo. Essa € uma
questdo que devemos resolver antes de aplicar a andlise de regressdo simples.

No exemplo dos fertilizantes, se as quantidades de fertilizantes sdo escolhidas independentemente
de outras caracteristicas dos lotes, entdo (2.6) se sustentard: a qualidade média da terra nao dependera
da quantidade de fertilizantes. Entretanto, se mais fertilizantes forem usados em lotes de terra de melhor
qualidade, entdo o valor esperado de u varia com o nivel de fertilizantes, e (2.6) ndo se sustenta.
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Suponha que a nota de um exame final (nota) dependa da freqgiiéncia as aulas (freq) e de fatores ndo-obser-
vados que afetam o desempenho dos estudantes (tal como a aptidao). Entao:

nota = By + B, freq + u. = (2.7)

Em que snuagao vocé esperana que esse modelo satlsfaga (2. 6)7

- A sra pacar e

A hipétese (2.6) da a B, outra interpretagdo que €, freqiientemente, til. Considerando o valor
esperado de (2.1) condicionado a x e usando E(ulx) = 0, obtém-se

EQlx) = Bo + Byx. (2.8)

A equagio (2.8) mostra que a fung¢do de regressao populacional (FRP), E(y|x), ¢ uma fungao linear
de x. A linearidade significa que o aumento de uma unidade em x faz com que o valor esperado de y
varie segundo a magnitude de $,. Para qualquer valor dado de x, a distribuicio de y estd centrada ao
redor de E(ylx), como ilustrado na Figura 2.1.

Figura 2. 1. R T T VR T
E(yix) como func,ao hnear de X

y

E(y/x) =B, + Bx

Xy X3 X3
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Quando (2.6) € verdadeira, € util dividir y em dois componentes. A parte B, + ,x € algumas vezes
chamada a parte sistemdtica de y — isto €, a parte de y explicada por x —, e u é chamado a parte néo-
sistemdtica, ou a parte de y ndo explicada por x. Usaremos a hipdtese (2.6) na préxima se¢io para encon-
trar as estimativas de B, e ;. Essa hip6tese também € crucial para a andlise estatistica na Segio 2.5.

2.2 DERIVACAO DAS ESTIMATIVAS DE MINIMOS QUADRADOS
ORDINARIOS

Agora que discutimos os ingredientes basicos do modelo de regressdo simples, trataremos da impor-
tante questdo de como estimar os pardmetros 3¢ e 8, da equagio (2.1). Para tanto, necessitamos de uma
amostra da populagdo. Vamos considerar {(x;, y,): i=1, ..., n} como uma amostra aleatéria de tamanho
n da populagio. Visto que esses dados vém de (2.1), podemos escrever

Yi=PBo t Bixi + u;, (2.9)

para cada i. Aqui, u; € o termo erro para a observagao i, uma vez que ele contém todos os fatores, além
de x;, que afetam y;,. ,

Como um exemplo, x; poderia ser a renda anual € y;, a poupanga anual para a familia i durante um
determinado ano. Se coletarmos dados de 15 familias, entdo n = 15. Um griéfico de tal conjunto de
dados € dado pela Figura 2.2, juntamente com a func¢io de regressdo populacional (necessariamente
ficticia).

Devemos decidir como usar esses dados, a fim de obter estimativas do intercepto e da inclinagdo
na regressao populacional da poupanca sobre a renda.

Ha muitas maneiras de colocar em pratica o seguinte procedimento de estimagdo. Usaremos (2.5)
e uma importante implicag@o da hip6tese (2.6): na populagio, u tem média zero e € nio-correlaciona-
do com x. Portanto, vemos que u tem valor esperado zero € que a covaridncia entre x e u é zero:

E(w) =0 (2.10)

Cov(xu) = E(xu) = 0, (2.11)

onde a primeira igualdade em (2.11) resulta de (2.10). (Veja Segao B.4 do Apéndice B, disponivel no
site da Thomson, para defini¢io e propriedades da covaridncia.) Em termos das varidveis observiveis
x ¢ y e dos parametros desconhecidos B, e 3, as equagdes (2.10) e (2.11) podem ser escritas como

E(y — By~ Bx) =0 (2.12)

Elx(y = fo = B0 = 0, (2.13)
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respectivamente. As equagdes (2.12) e (2.13) implicam duas restri¢des sobre a distribui¢do de proba-
bilidade conjunta de (x,y) na populagdo. Como ha dois pardmetros desconhecidos para estimar, pode-
riamos esperar que as equacgdes (2.12) e (2.13) pudessem ser usadas para obter bons estimadores de 3,
e B,. De fato, elas podem ser usadas. Dada uma amostra de dados, escolhemos as estimativas ﬁo e ﬁ )

para resolver as equivaléncias amostrais de (2.12) e (2.13):
Flgura 2 2 .... *i {ws ‘? W 2 Q‘ PR "v/!. 3N s %,7‘ N ":lir"":'t : )

Grafico da dispersdo de’ poupanc;a e renda de 15 famihas e a regressao populamonal E(pouplrenda)

Bo + ﬁlrenda. : .

poupanga

/

E(poup/renda) = B, + B,renda

0 [ ]
/ ] renda

W30, By~ Bx) =0 214)

n“gx,-(y,- ~B,— Bx) =0. E (218) -
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Esse € um exemplo da abordagem do método dos momentos para a estimagdo. (Veja a Se¢do C.4 do
Apéndice C, disponivel no site da Thomson, para uma discussado das diferentes abordagens de estima-
¢do.) Essas equagdes podem ser resolvidas para 30 ef -

Usando as propriedades bésicas do operador somatdrio a partir do Apéndice A (disponivel no site
da Thomson), a equagdo (2.14) pode ser escrita como

5 =8, +8,% (2.16)

n
emquey =n~ ‘Ey,. ¢ a média amostral de y;, e igualmente para x. Essa equagio nos permite escrever

i=1

ﬁo em termos de ,[§l ,yeXx:

~

By =5 Bx (2.17)

Portanto, uma vez que temos a estimativa de inclinagéo él , obtém-se diretamente a estimativa de inter-
cepto 3, dados y e x.
Suprimindo o n' em (2.15) (j4 que ele ndo afeta a solugd@o) e inserindo (2.17) em (2.15), obtemos

n

Yxly, =G -BF)—Bx1=0

i=1

a qual, apés rearranjo, pode ser escrita

gam—i)=&§am—z)
Das propriedades basicas do operador somatério [veja (A.7) e (A.8) disponivel no site da Thomson],
zxi(xi ~¥)= é‘,](x,. —% ) eg‘xi(yi —5)= ;E'l(xi ~%) O, ).
Portanto, desde que
ﬁ)(x,- -x)>0, (2.18)
i=1

a inclinag@o estimada €

A

Y& -5 G,- )
Bl= i=1 .

i(xi - %)
i=1

(2.19)
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A equagio (2.19) é simplesmente a covaridncia amostral entre x € y, dividida pela varidncia amostral
de x. (Veja Apéndice C, disponivel no site da Thomson. Dividir tanto o numerador como o denominador
por n — 1 ndo altera o resultado.) Isso faz sentido, pois B, € igual i covariincia populacional dividida
pela variincia de x quando E(x) = 0 e Cov(x,u) = 0. Uma implicacdo imediata € que se x e y sdo posi-
tivamente correlacionados na amostra, entao ﬁl € positivo; se x e y sdo negativamente correlacionados,
entio 31 € negativo.

Embora o método para obter (2.17) e (2.19) decorra de (2.6), a dnica hipdtese necessaria para se
calcular as estimativas para uma amostra particular € (2.18). Mas essa raramente é uma hipétese: (2.18)
€ verdadeira sempre que os x; na amostra ndo sdo todos iguais a um mesmo valor. Se (2.18) nio se sus-
tentar, entdo fomos infelizes em obter nossa amostra da populag¢@o, ou nao especificamos um proble-
ma interessante (x nio varia na populagio). Por exemplo, se y = saldrioh e x = educ, entdo (2.18) nio
se mantém se todos na amostra tém a mesma quantidade de anos de educag@o formal. (Por exemplo, se
todos tém o equivalente ao ensino médio concluido. Veja a Figura 2.3.) Se apenas uma pessoa tem uma
quantidade diferente de anos de educag@o formal, entdo (2.18) se sustenta, e as estimativas de MQO
podem ser calculadas.

Figura 2.3 ,
Grafico da dispersdo de salarios e educagio, quando educ; = 12 para todo i.
saldrioh
I
0 12 educ

As estimativas dadas em (2.17) e (2.19) sGo chamadas de estimativas de minimos quadrados
ordinarios (MQO) de B, e B,. Para justificar esse nome, defina, para qualquer 8,¢ f,,um valor esti-
mado para y quando x = x;, tal como

3,= By + B,x, (2.20)
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para o intercepto e a inclinacfio dados. Esse € o valor que prevemos para y quando x = x;. H4 um valor
estimado para cada observa¢io na amostra. O residuo para a observag3o i € a diferenga entre o valor ver-
dadeiro de y; e seu valor estimado:

b=y, — 3i=yi— Bo - lei- (2.21)

Novamente, ha n desses residuos. [Eles ndo sao iguais aos erros em (2.9), um ponto ao qual retornare-
mos na Secdo 2.5.] Os valores estimados € os residuos estao indicados na Figura 2.4.

Figura2.4 * “:" - -

Valores estimados e remduos.
y
[
0 )i
=B, + B
; = residuo y=Bot By
[
[ )
A
[
° *
L
[
[ y; = valor estimado
| ~
Ji
Y
X X; X

Agora, suponha que escolhemos S,¢ 3, com a finalidade de tornar a soma dos residuos qua-
drados,

S o= 30~ Bo— B (2.22)

i=] i=1

tdo pequena quanto possivel. O apéndice deste capitulo mostra que as condi¢des necessarlas para (Bw
B ) minimizarem (2.22) sdo dadas exatamente pelas equacoes (2.14) e (2.15), sem n™~ ' As equagdes
(2.14) e (2.15) sdo freqiientemente chamadas de condigdes de primeira ordem para as estimativas de
MQO, um termo que vem da otimizagdo utilizada em célculo (veja o Apéndice A, disponivel no site
da Thomson). De nossos célculos anteriores, sabemos que as solugdes para as condi¢des de primeira
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ordem de MQO sio dadas por (2.17) e (2.19). O nome “minimos quadrados ordinirios” vem do fato
de que essas estimativas minimizam a soma dos residuos quadrados.

Quando vemos o método de minimos quadrados ordindrios como um método que minimiza a
soma dos residuos quadrados, € natural perguntar: por que ndo minimizar alguma outra funcdo dos
residuos, como o valor absoluto dos residuos? De fato, como discutiremos brevemente na Se¢io 9.4,
minimizar a soma dos valores absolutos dos residuos €, algumas vezes, muito util. Mas esse procedi-
mento também tem suas desvantagens. Primeiro, ndo podemos obter férmulas para os estimadores
resultantes; dado um conjunto de dados, as estimativas devem ser obtidas por rotinas de otimizagao
numérica. Em conseqiiéncia, a teoria estatistica para estimadores que minimizam a soma dos residuos
absolutos é muito complicada. Minimizar outras fungdes dos residuos, como a soma de cada residuo
elevado a quarta poténcia, tem desvantagens similares. (Nunca deveriamos escolher nossos estima-
dores para minimizar, por exemplo, a soma dos proprios residuos, pois residuos grandes em magnitu-
de e com sinais opostos tendem a se cancelar.) Com o método MQO, seremos capazes de derivar, de
modo relativamente facil, inexisténcia de viés, consisténcia e outras importantes propriedades estatis-
ticas. E mais, como as equagdes (2.13) e (2.14) sugerem, € como veremos na Se¢ao 2.5, o método
MQO € adequado para estimar os pardmetros que aparecem na func¢do de média condicional (2.8).

Uma vez determinados os estimadores de intercepto e inclinagdo de MQO, construimos a reta de
regressao de MQO:

= B,+ B,x, (2.23}

em que S e ,é, foram obtidos ao usar as equagdes (2.17) e (2.19). A notagdo y — leia-se “y chapéu”
— enfatiza que os valores previstos da equagao (2.23) sdo estimativas. O intercepto B, € o valor pre-
visto de y quando x = 0, embora, em alguns casos, ndo faga sentido considerar x = 0. Nestas situa-
coes. B, nao é, por si mesmo, muito interessante. Ao usar (2.23) para calcular os valores previstos de
y para virios valores de x, devemos considerar o intercepto nos célculos. A equacio (2.23) € também
chamada funcéo de regressao amostral (FRA), pois ela € a versao estimada da fun¢iio de regressiio
populacional E(ylx) = B,, + B,x. E importante lembrar que a FRP € algo fixo, porém desconhecido, na
populagio. Como a FRA € obtida para uma dada amostra de dados, uma amostra nova gerard uma incli-
nagdo e um intercepto diferentes na equagao (2.23).
Em muitos casos, a estimativa do coeficiente de inclinagdo, que podemos escrever como

B, = A/Ax, (2.24)

é de interesse fundamental. Ela nos diz o quanto varia y quando x aumenta em uma unidade. Equi-
valentemente,

A =B, Ax, (2.25)

de modo que, dada qualquer variagdo em x (seja positiva ou negativa), podemos calcular a variagéo pre-
vista em y.

Agora, vamos apresentar varios exemplos de regressoes simples obtidas de dados reais. Em outras
palavras, vamos encontrar as estimativas de intercepto e de inclinagfo a partir das equagdes (2.17) e
(2.19). Como esses exemplos compreendem muitas observacdes, os cdlculos foram feitos usando pro-
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gramas econométricos. Neste ponto, ndo se preocupe muito em interpretar as regressdes; elas nio
estdo, necessariamente, revelando uma relagio causal. Até aqui, ndo dissemos nada sobre as proprie-
dades estatisticas dg método MQO. Na Segdo 2.5, consideraremos as propriedades depois de impor-
mos explicitamente hip6teses sobre a equagdo do modelo populacional (2.1).

EXEMPLO 2.3

(Salarios de Diretores Executivos e Retornos de A¢des)

Para a populagdo de diretores executivos, seja y o saldrio anual (salério) em milhares de délares, Assim, y =
856,3 indica um salério anual de $ 856.300, e y = 1.452,6 indica um saldrio de $ 1.452.600. Seja x 0 retorno
médio da agao sobre o patrimdnio (rma), dos trés anos anteriores, da empresa do diretor executivo. (O retor-
no da agdo sobre o patriménio é definido em termos de renda liquida, como uma percentagem do patriménio
comum.) Por exemplo, se rma = 10, entdo o retorno médio da acao sobre o patriménio é de 10%.

Para estudar a relagdo entre essa medida do desempenho das empresas e a remuneragdo dos seus dire-
tores executivos, postulamos o modelo simples

saldrio = By + B,rma + u.

O parametro de inclinagdo 8, mede a variagao no salario anual, em milhares de délares, quando o retorno
da agdo aumenta em um ponto percentual. Como um rma mais elevado é melhor para a empresa, espera-
mos que B; > 0.

0 conjunto de dados do arquivo CEOSALT.RAW contém informacdes sobre 209 diretores executivos para
0 ano de 1990; esses dados foram obtidos da revista Business Week (6.5.91). Na amostra, o salario médio
anual é $ 1.281.120; sendo que o menor e o maior sao $ 223.000 e $ 14.822.000, respectivamente. O retor-
no médio das a¢bes para os anos 1988, 1989 e 1990 é de 17,18%, sendo que os valores menor e maior sao
de 0,5 e 56,3%, respectivamente.

Usando os dados do arquivo CEOSALT.RAW, a reta de regressao de MQO que relaciona saldrio a rma é

saldrio = 963,191 + 18,501 rma,  (2.26)

na qual as estimativas de intercepto e de inclinagdo foram arredondadas em trés casas decimais; usamos “sald-
rio chapéu” para indicar que essa é uma equagdo estimada. Como interpretamos a equagdo? Primeiro, se o
retorno da agdo é zero, rma = 0, entdo o salario previsto é o intercepto, 963,191, que é igual a $ 963.191,
visto que saldrio é mensurado em milhares. Em seguida, podemos escrever a variagao prevista no salario como
uma funcao da variacdo em rma: A saldrio = 18,501(Arma). Isso significa que se o retorno da acdo aumenta
um ponto percentual, Arma = 1, entdo espera-se que salario variara cerca de 18,5, ou $ 18.500. Como (2.26)
é uma equacao linear, esse valor é a variagao estimada independentemente do salério inicial.

Podemos facilmente usar (2.26) para comparar salarios previstos para valores diferentes de rma.
Suponha rma = 30. Portanto, saldrio = 963,191 + 18,501(30) = 1.518,221, 0 que esta pouco acima
de $ 1,5 milhdo. Entretanto, isso ndo significa que um determinado diretor executivo, cuja empresa tenha
um rma = 30, ganhe § 1.518.221. Muitos outros fatores afetam o saldrio. Essa é somente a nossa pre-
visdo a partir da reta de regresséo de MQO de (2.26). A reta estimada esta representada na Figura 2.5, jun-
tamente com a funcdo de regressdo populacional E(saldriolrma). Nunca conheceremos a FRP; assim, ndo
podemos dizer o qudo proxima a FRA esta da FRP. Outra amostra de dados levara a uma reta de regressao
diferente, que pode estar, ou ndo, mais préxima da reta de regressdo populacional.
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EXEMPLO 2.4
(Salarios e Educacgio)

Para a populagéo de pessoas na forca de trabalho em 1976, seja y = salarioh, em que saldrioh é mensura-
do em ddlares por hora. Assim, para uma determinada pessoa, se safdrioh = 6,75, o salario-hora é $ 6,75.
Vamos chamar anos de escolaridade formal de x = educ; por exemplo, educ = 12 corresponde ao ensino
médio completo (nos Estados Unidos). O salério horario médio na amostra é $ 5,90, o que equivale, de acor-
do com o indice de pregos ao consumidor dos Estados Unidos, a $ 16,64 em délares de 1997.

Usando os dados do arquivo WAGE1.RAW, em que n = 526 individuos, obtemos a sequinte reta de
regressao de MQO (ou fungdo de regresséo amostral):

saldrio = —0,90 + 0,54 educ. (2.217)

Devemos interpretar essa equagdo com cautela. O intercepto de —0,90 significa, literalmente, que uma pes-
soa sem nenhuma educacdo formal tem um saldrio-hora previsto de —90 centavos de délar por hora. Isso,
evidentemente, é tolice. Ocorre que apenas 18 pessoas na amostra de 526 tém menos que oito anos de edu-
cacdo formal. Conseqtientemente, ndo é surpreendente que a reta de regressao ndo faca boas previsdes para
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5t EXEMPLO 2.4 (continuagdo) - -

niveis de educacdo formal muito baixos. Para uma pessoa com oito anos de educacdo formal, o salario pre-
visto é saldrio = —0,90 + 0,54(8) = 3,42, ou $ 3,42 por hora (em délares de 1976).

A inclinagao estimada em (2.27) implica que um ano a mais de educacio formal aumenta o salario
horério em 54 centavos de ddlar por hora. Portanto, quatro anos a mais de educacdo formal aumentam o
salario horario previsto em 4(0,54) = 2,16, ou $ 2,16 por hora. Esses efeitos sdo razoavelmente grandes.
Devido a natureza linear de (2.27), outro ano de educagdo formal aumenta o salario na mesma quantidade,
independentemente do nivel inicial de educagdo. Na Secdo 2.4, discutiremos alguns métodos que levam em
consideragdo efeitos marginais nao-constantes de nossas variaveis explicativas.

0 saldrio horario estimado em (2.27), quando educ = 8, é $ 3,42, em ddlares de 1976. Qual é esse valor em
ddlares de 19977 (Sugestao: vocé tem informagao suficiente, no Exemplo 2.4, para responder a essa questdo.)

 EXEMPLO 2.5 .
(Resultados Eleitorais e Gastos de Campanha)

0O arquivo VOTE1.RAW contém dados sobre resultados eleitorais e gastos de campanha de 173 disputas
entre dois partidos, para a House of Representatives dos Estados Unidos (equivalente a uma cdmara fede-
ral). Hd dois candidatos em cada disputa: A e B. Seja votoA a percentagem de votos recebida pelo
Candidato A e partA a percentagem dos gastos totais de campanha que cabem ao Candidato A. Muitos
outros fatores além de partA afetam o resultado eleitoral (incluindo a qualidade dos candidatos e os valo-
res absolutos dos gastos de A e B). No entanto, podemos estimar um modelo de regressdo simples para
descobrir se gastar mais do que o concorrente implica uma percentagem maior de votos.
A equacao estimada usando as 173 observagdes é

vofo A = 26,81 + 0,464 partA. (2.28)

Isso significa que, se a parte dos gastos do Candidato A aumenta em um ponto percentual, o Candidato
A recebe quase meio ponto percentual (0,464) a mais da votacao total. Nao fica claro se isso revela ou
ndo um efeito causal, mas isso é crivel. Se partA = 50, prevé-se que votoA serd cerca de 50, ou metade
da votacao.

Em alguns casos, a andlise de regressio ndo € usada para determinar a causalidade, mas para sim-
plesmente observar se duas varidveis sdo positiva ou negativamente relacionadas, de modo muito pare-
cido com uma anélise padrio de correlagdo. Um exemplo disso ocorre no Problema 2.12, que pede que
vocé use os dados de Biddle e Hamermesh (1990) referentes ao tempo que se gasta dormindo e traba-
lhando a fim de investigar a relacdo entre esses dois fatores.
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No Exemplo 2.5, qual é a votagdo prevista para o Candidato A se partA = 60 (que significa 60%)? A res-
posta parece razoavel?

Uma Nota sobre Terminologia

Em muitos casos, indicaremos a estimago de uma relagdo através de MQO ao escrever uma equagio
como (2.26), (2.27) ou (2.28). Algumas vezes, por motivo de brevidade, € ttil indicar que uma regres-
sdo de MQO foi estimada sem realmente escrever a equagdo. Freqiientemente, indicaremos que a
equagao (2.23) foi obtida por MQO ao dizer que nés rodamos a regressao de

y sobre x, (2.29)

ou simplesmente que regredimos y sobre x. As posi¢des de y e x em (2.29) indicam qual € a varidvel
dependente e qual € a varidvel independente: sempre regredimos a varidvel dependente sobre a varia-
vel independente. Para aplica¢des especificas, substituiremos y € x por seus nomes. Assim, para obter
(2.26), regredimos saldrio sobre rma, ou, para obter (2.28), regredimos voroA sobre partA.

Ao usarmos essa terminologia em (2.29), sempre estaremos dizendo que planejamos estimar o
intercepto, BO, juntamente com o coeficiente de inclinagdo, ﬁ, Esse caso € apropriado para a maioria
das aplicagdes. Ocasionalmente, podemos querer estimar a relagdo entre y e x assumindo que o inter-
cepto € zero (de modo que x = 0 implica y = 0); cobriremos esse caso, brevemente, na Secio 2.6. A
ndo ser que seja explicitamente dito de outro modo, sempre estimaremos um intercepto juntamente
com uma inclinagio.

2.3 MECANICA DO METODO MQO

Nesta secdo, cobriremos algumas propriedades algébricas da reta de regressdo de MQO estimada.
Talvez, a melhor maneira de pensar nessas propriedades é perceber que elas sdo caracteristicas de
MQO para uma determinada amostra de dados. Elas podem ser contrastadas com as propriedades esta-
tisticas de MQQO, o que requer a derivac@o das caracteristicas das distribui¢bes amostrais dos estima-
dores. Discutiremos as propriedades estatisticas na Se¢ao 2.5.

Muitas das propriedades algébricas que derivaremos parecerao triviais. No entanto, ter uma com-
preensdo dessas propriedades ajuda-nos a entender 6 que acontece com as estimativas de MQO e esta-
tisticas relacionadas quando os dados sdo manipulados de determinadas maneiras, como quando
variam as unidades de medida das varidveis dependente e independentes.

Valores Estimados e Residuos

Assumimos que as estimativas de intercepto ¢ de inclinagéo, BO e 3, , foram obtidas de uma dada amos-
tra de dados. Dados 30 € ﬁl , podemos obter o valor estimado ¥, para cada observagdo. [Isso € dado pela
equagdo (2.20).] Por definigdo, cada valor estimado de §, estd sobre a reta de regressao de MQO. O
residuo de MQO associado a cada observacg@o i, i1, € a diferenca entre y; e seu valor estimado, como
dado na equagio (2.21). Se #, € positivo, a reta subestima y;; se i1, € negativo, a reta superestima y,. O
caso ideal para a observagio i € quando #; = 0, mas na maior parte dos casos todos os residuos sdo
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diferentes de zero. Em outras palavras, nenhum dos pontos dos dados deve, realmente, estar sobre a
reta de MQO. i

EXEMPLO 2.6
(Salario de Diretores Executivos e Retornos de Agdes)
ATabela 2.2 contém uma lista das 15 primeiras observacdes do conjunto de dados dos salarios dos diretores

executivos, juntamente com os valores estimados, chamados de salchapéu, e os residuos, estimados de
- uchapéu.

Tabela 2.2
Valores Estimados e Residuos dos 15 Primeiros Diretores Executivos
nobsd rma saldrio salchapéu uchapéu

1 14,1 1.095 1.224,058 —129,0581
2 10,9 1.001 1.164,854 —163,8542
3 23,5 1.122 1.397,969 —275,9692
4 59 578 1.072,348 —494,3484
5 13,8 1.368 1.218,508 149,4923
6 20,0 1.145 1.333,215 —188,2151
7 16,4 1.078 1.266,611 —188,6108
8 16,3 1.094 1.264,761 —170,7606
9 10,5 1.237 1.157,454 79,54626
10 26,3 833 1.449,773 —616,7726
11 259 567 1.442,372 —875,3721
12 26,8 933 1.459,023 —526,0231
13 14,8 1.339 1.237,009 101,9911
14 22,3 937 1.375,768 —438,7678
15 56,3 2.011 2.004,808 6,191895

Os quatro primeiros diretores executivos tém salarios menores do que os previstos a partir da reta de regres-
s30 de MQO (2.26); em outras palavras, dado somente 0 rma da empresa, esses diretores executivos ganham
menos do’que prevemos. Como pode ser visto dos uchapéus positivos, 0 quinto diretor executivo ganha
mais do que prevemos a partir da reta de regressao de MQO.
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Propriedades Algébricas das Estatisticas de MQO

Ha viarias propriedades algébricas lteis das estimativas de MQO e das estatisticas a elas associadas.
Vamos discutir as trés mais importantes.
(1) A soma, e portanto a média amostral, dos residuos de MQO, € zero. Matematicamente,

n
2 &,=0.
i=1

Essa propriedade ndo precisa de prova; ela resulta, imediatamente, da condi¢io de primeira ordem de
MQO (2.14), quando lembramos que os resfduos sdo definidos por &, =y, — [§0 - B ,X;. Em outras
palavras, as estimativas de MQO S, e B, sio escolhidas para fazer com que a soma dos residuos seja
zero (para qualquer conjunto de dados). Isso nio diz nada sobre o residuo de qualquer observagio i em
particular.

(2) A covaridncia amostral entre os regressores e os residuos de MQO € zero. Isso resulta da con-
digdo de primeira ordem (2.15), que pode ser escrita em termos dos residuos, como

x4 = 0. {2.31)

[N

1

!

A média amostral dos residuos de MQO € zero, de modo que o lado esquerdo de (2.31) € proporcio-
nal a covaridncia amostral entre x; e i,

(3) O ponto (x,y) sempre estd sobre a reta de regressio de MQO. Em outras palavras, se
considerarmos a equacdo (2.23) e inserirmos X no lugar de x, entdo o valor estimado € y. Isso € ¢xata-
mente 0 que a equagdo (2.16) nos mostrou.

EXEMPLO 2.7+ - [
(Salarios e Educacéo)

Para os dados do arquivo em WAGE1.RAW, o saldrio-hora médio da amostra é 5,90, arredondado para duas
casas decimais, e a educacao formal média (medida em anos) é 12,56. Se inserirmos educ = 12,56 na reta
de regressdo de MQO (2.27), obtemos saldrioh = — 0,90 + 0,54(12,56) = 5,8824, iqual a 5,9 quando arre-
dondamos para uma casa decimal. A razdo de esses nlimeros nao serem exatamente 0s mesmos é que nés
arredondamos o salario-hora e os anos de educagdo formal médios, assim como as estimativas de intercepto e
de inclinacdo. Se, inicialmente, ndo tivéssemos arredondado nenhum dos valores, obteriamos respostas mais
aproximadas, mas essa pratica teria pouco efeito 0til.

ces

Ao escrever cada y; como o seu valor estimado mais seu residuo, temos outro modo de interpre-
tar uma regressdo de MQO. Para cada i, escreva

i

y, =¥+ 4. a (232)

Da propriedade (1), a média dos residuos € zero; equivalentemente, a média amostral dos valores
estimados, ¥;, € a mesma que a média amostral de y;, ou § = y. Além disso, as propriedades (1) e (2)



Wooldridge Capitulo 2 O Modelo de Regressdo Simples 37

podem ser usadas para mostrar que a covaridncia amostral entre y,e i, € zero. Portanto, podemos ver
MQO como um método que decompde cada y; em duas partes: um valor estimado e um residuo. Os
valores estimados € os residuos sao nao-correlacionados na amostra.

Defina a soma dos quadrados total (SQT), a soma dos quadrados explicada (SQE) ¢ a soma

dos quadrados dos residuos (SQR) (também conhecida como a soma dos residuos quadrados), como
a seguir:

n - . .
SQT =Y, — ) T (2.33)
i=1 e - ~,\-;.-g_’,_,"‘ [N
n S

SQE = (5 — )~ 234
i=1 1 e el
SQrR=3 22 " (2.35)

i=1

SQT € uma medida da variagido amostral total em y;; isto €, ela mede o qudo dispersos €stao os y; na
amostra. Se dividirmos SQT por n — 1, obteremos a variancia amostral de y, como discutido no Apén-
dice C; no site da Thomson. Semelhantemente, SQE mede a variagdo amostral em §. (em que usamos
o fato de que y7 = y), e SQR mede a variagdo amostral em i, A variagio total em y pode sempre ser
expressa como a soma da variagio explicada e da variagio nio-explicada SQR. Assim,

SQT = SQE + SQR. » (2.36)

Provar (2.36) ndo ¢ dificil; mas requer o uso de todas as propriedades do operador somatdrio aprescn-
tadas no Apéndice A, no site da Thomson. Escreva

=~

i

SOy =20y, =9+ =N
i=1 -

T

Il

S+ -
i=1

Il

> oat+2 w5, =¥+ 26 -y
i=1 i=1 i=1

= SQR + 2 ) &, (5, — ¥) + SQE.
i=1

Agora, (2.36) ¢ vilida se mostrarmos que
1]
> a6, —y)=0. (2.37)
i=1

—

Biblioteca
Campus Porto
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Mas ja dissemos que a covaridncia amostral entre os residuos e os valores estimados € zero, e essa
covariincia € justamente a equacao (2.37) dividida por n — 1. Conseqiientemente, confirmamos (2.36).

Algumas palavras de precaugio sobre SQT, SQE e SQR devem ser mencionadas. Ndo ha concor-
dancia uniforme sobre os nomes e abreviagdes das trés quantidades definidas nas equagdes (2.33),
(2.34) e (2.35). A soma dos quadrados total € chamada SQT ou STQ, de modo que aqui ndo hé grandes
confusdes. Infelizmente, a soma dos quadrados explicada €, as vezes, chamada de “soma dos quadra-
dos da regressao”. Se a esse termo € dado sua abreviagio natural, ele pode ser facilmente confundido
com o termo “soma dos quadrados dos residuos”. Alguns programas econométricos referem-se a soma
dos quadrados explicada como “soma dos quadrados do modelo”.

Para tornar as coisas ainda piores, a soma dos quadrados dos residuos € freqiientemente chamada
de “soma dos quadrados dos erros”. Esse termo € um tanto inadequado, pois, como veremos na Segao
2.5, os erros e os residuos sao quantidades diferentes. Assim, sempre chamaremos (2.35) de soma dos
quadrados dos residuos ou soma dos residuos quadrados. Preferimos usar a abreviagdo SQR para repre-
sentar a soma dos residuos quadrados, pois ela € mais comum nos programas economeétricos.

Grau de Ajuste

Até aqui, ndo apresentamos uma maneira de mensurar o quanto bem a varidvel explicativa ou indepen-
dente, x, explica a varidvel dependente, y. Muitas vezes, € util calcular um nimero que resume o quio
bem a reta de regressdo de MQO se ajusta aos dados. Na discussdo seguinte, lembre-se de que assumi-
mos estimar o intercepto com a inclinagao.

Ao assumirmos que a soma dos quadrados total, SQT, ndo € igual a zero — o que € verdadeiro, a
ndo ser no evento muito improvdavel de todos os y; serem iguais a um mesmo valor —, podemos divi-
dir (2.36) por SQT para obter 1 = SQE/SQT + SQR/SQT. O R-quadrado da regressdo, algumas
vezes chamado coeficiente de determinagao, € definido como

R*=SQE/SQT =1 — SQR/SQT. - {2.38)

R’ € a razdo entre a variagio explicada e a variagdo total; assim, ele & interpretado como a fragdo da
variagdo amostral em y que é explicada por x. A segunda equagdo em (2.38) fornece outra maneira de
calcular R*.

De (2.36), o valor de R” estd sempre entre zero e um, visto que SQE nao pode ser maior que SQT.
Quando interpretamos R, usualmente o multiplicamos por 100 para transformé-lo em percentual:
100 - R? € a percentagem da variacdo amostral em'y que é explicada por x.

Se todos os pontos dos dados estiverem sobre a mesma reta, MQO fornece um ajuste perfeito aos
dados. Nesse caso, R = 1. Um valor de R? quase igual a zero indica um ajuste ruim da reta de MQO:
muito pouco da variagdo em y; € capturado pela variagdo em J, (que estd sobre a reta de regressdo
de MQO). De fato, pode ser mostrado que R” € igual a0 quadrado do coeficiente de correlagio amos-
tral entre y; € ¥, . E dai que vem o termo “R-quadrado”. (A letra R era, tradicionalmente, usada para
denominar uma estimativa do coeficiente de correlagdo populacional, e seu uso sobreviveu na and-
lise de regressio.)
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(Salario de Diretores Executivos e Retornos de Agées)

Na regressao de salrios de diretores executivos, estimamos a seguinte equaggo:

saldrio = 963,191 + 18,501 rma (2.39)
n = 209, R* = 0,0132.

Por motivos de clareza, reproduzimos a reta de regressdo de MQO e o nimero de observagdes. Usando o R-
quadrado (arredondado para quatro casas decimais) apresentado para essa equagao, podemos ver quanto
da variacdo no salario €, realmente, explicada pelo retorno da acdo. A resposta é: ndo muito. O retorno da
acao da empresa explica somente 1,3% da variagao nos salarios dessa amostra de 209 diretores executivos.
Isso significa que 98,7% das variagdes salariais desses diretores executivos séo deixadas sem explicagdo.
Essa falta de poder explicativo ndo deve ser surpreendente demais, ja que muitas outras caracteristicas, tanto
da empresa como do diretor executivo individual, devem influenciar o salrio; esses fatores estao, necessa-
riamente, incluidos nos erros de uma analise de regressao simples.

Nas ciéncias sociais ndo sao incomuns R-quadrados baixos nas equagdes de regressdo, especial-
mente na andlise de corte transversal. Discutiremos essa questao, de modo mais geral, sob a andlise de
regressio miiltipla, mas vale a pena enfatizar agora que um R-quadrado aparentemente baixo nao sig-
nifica, necessariamente, que uma equagao de regressdo de MQO € iniitil. Ainda, € possivel que (2.39)
seja uma boa estimativa da relagao ceteris paribus entre saldrio € rma; se isso for verdade ou ndo, ndo
depende diretamente da magnitude do R-quadrado. Os estudantes que estdo se defrontando com eco-
nometria pela primeira vez tendem, ao avaliar equagoes de regressdo, a por muito peso na magnitude do
R-quadrado. Por enquanto, esteja ciente de que usar o R-quadrado como o principal padrao de medida
de sucesso de uma andlise econométrica pode levar a confusdes.

Algumas vezes, a varidvel explicativa elucida uma parte substancial da variagio amostral na varid-
vel dependente.

EXEMPLO 2.9 . *~
S e B TS

(Resultados Eleitorais e Gastos de Campanha)

Na equacdo de resultados eleitorais (2.28), R? = 0,856. Assim, a participagdo dos candidatos nos gastos de
campanha explica mais de 85% da variagdo nos resultados eleitorais nessa amostra. Essa é uma explicagao
consideravel.
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2.4 UNIDADES DE MEDIDA E FORMA FUNCIONAL

Duas questdes importantes em economia aplicada sdo: (1) entender como, a0 mudar as unidades de
medida das varidveis dependente e/ou independente, sdo afetadas as estimativas de MQO e (2) saber
como incorporar, a anélise de regressio, formas funcionais populares usadas em economia.

A matemadtica necessdria para uma compreensio completa das questdes sobre a forma funcional
est4 revista no Apéndice A, disponivel no site da Thomson.
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Os Efeitos de Mudancas das Unidades de Medida sobre as Estatisticas
de MQO

No Exemplo 2.3, escolhemos mensurar o salario anual em milhares de délares, e o retorno das agdes
foi medido como uma percentagem (em vez de um decimal). E crucial saber como saldrio e rma sdo
medidos nesse exemplo, a fim de dar sentido as estimativas da equagdo (2.39).

Devemos também saber que as estimativas de MQO mudam de maneira completamente espera-
da, quando as unidades de medida das varidveis dependente ¢ independente mudam. No Exemplo 2.3,
suponhamos que, em vez de medir o salario em milhares de délares, nés o medimos em délares.
Seja salardol o saldrio em délares (salardol = 845.761 seria interpretado como $ 845.761).
Evidentemente, salardol tem uma relagdo simples com o salario medido em milhares de dolares:
salardol = 1.000. saldrio. Nao precisamos, realmente, computar a regressio salardol sobre rna para
saber que a equagdo estimada é:

saldrdol = 963.191 + 18.501 rma. - . (2.40)

Obtemos o intercepto ¢ a inclinagao em (2.40) ao, simplesmente, multiplicarmos o intercepto e o coefi-
ciente de inclinagdo em (2.39) por 1.000. Isso da as equagdes (2.39) e (2.40) a mesma interpretagio.
Olhando para (2.40), se rma = 0, entdo saldrdol = 963.191, de modo que o saldrio previsto € $ 963.191
[o mesmo valor que obtivemos da equagdo (2.39)]. Além disso, se rma aumenta em um, entio o sald-
rio previsto aumenta em $ 18.501; novamente, isso é o que concluimos de nossa anilise anterior da
equagao (2.39).

Em geral, € ficil fazer uma idéia do que acontece as estimativas de intercepto e de inclinagio
quando se altera a unidade de medida da varidvel dependente. Se a varidvel decpendente ¢ multiplicada
pela constante ¢ — o que significa dizer que cada valor na amostra ¢ multiplicado por ¢ —, entio as
estimativas de MQO de intercepto e de inclinagdo também sdo multiplicadas por c. (Isso assume que
nada foi alterado com respeito a varidvel independente.) No exemplo do saldrio dos diretores execu-
tivos, ¢ = 1.000 ao passarmos de saldrio para salardol.

Suponha que o salario seja mensurado em centenas de délares, em vez de milhares de ddlares, e o chamemos
salarcent. Quais serdo as estimativas de intercepto e de inclinagdo na regressdo de salarcent sobre rma?

Também podemos usar o exemplo do saldrio dos diretores executivos para ver o que acontece
quando as unidades de medida da varidvel independente sdo mudadas. Defina rimadec = rma/100
como sendo o equivalente decimal de rma; assim, rnadec = 0,23 significa um retorno da ac¢do de 237%.
A fim de centrarmos o foco na mudanga das unidades de medida da varidvel independente, retornare-
mos a nossa varidvel dependente original, saldrio, mensurada em milhares de délares. Quando regre-
dimos saldrio sobre rmadec, obtemos

saldrio = 963,191 + 1.850,1 rmadec. (2.41)

O coeficiente de rmadec é 100 vezes o coeficiente de rma em (2.39). Isso € o que deveria ser. Variar
rma em um ponto percentual € equivalente a Armadec = 0,01. De (2.41), se Armadec = 0,01, entao
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Asaldrio = 1.850,1(0,01) = 18,501, que € igual ao obtido ao se usar (2.39). Observe que, ao passar-
mos de (2.39) para (2.41), a varidvel independente foi dividida por 100, e assim a estimativa de incli-
nagdo de MQO foi multiplicada por 100, preservando a interpretagdo da equagio. Em geral, se a
varidvel independente € dividida ou multiplicada por alguma constante diferente de zero, c, entdo o
coeficiente de inclinagdo de MQO € multiplicado ou dividido por ¢, respectivamente.

O intercepto ndo mudou em (2.41), pois rmadec = 0 ainda corresponde a um retorno zero da acao.
Em geral, mudar somente as unidades de medida da varidvel independente nio afeta o intercepto.

Na se¢@o anterior, definimos R-quadrado como uma medida de grau de ajuste para a regressao de
MQO. Podemos também questionar o que acontece a0 R® quando é mudada a unidade de medida da
varidvel independente ou da varidvel dependente. Sem fazer nenhuma 4lgebra, deveriamos saber o
resultado: o grau de ajuste do modelo ndo depende das unidades de medida de nossas varidveis. Por
exemplo, a quantidade de variagio no saldrio, explicada pelo retorno da agéo, ndo deve depender de o
saldrio ser medido em doélares ou em milhares de délares, ou de o retorno da acéo ser uma percenta-
gem ou um decimal. Essa intui¢io pode ser verificada matematicamente: usando a definicio de R?,
pode ser mostrado queYR2 é, de fato, invariante a mudangas nas unidades de y ou x.

Incorporacao de Nao-Linearidades na Regressdo Simples

Até aqui, enfatizamos as relagdes lineares entre as varidveis dependente e independente. Como men-
cionamos no Capitulo 1, relagoes lineares ndo sdo, em geral, suficientes para todas as aplicagdes
econdmicas. Felizmente, € bastante facil incorporar muitas ndo-linearidades na andlise de regressao
simples ao definir apropriadamente as varidveis dependente e independente. Vamos tratar aqui de
duas possibilidades que freqiientemente aparecem em trabalhos aplicados.

Ao ler trabalhos aplicados nas ciéncias sociais, com freqiiéncia vocé encontrard equagdes de
regressao em que a varidvel dependente aparece na forma logaritmica. Por que isso € feito? Lembre-s¢
do exemplo saldrios-educagdo, em que regredimos o saldrio-hora sobre os anos de educacio formal.
Obtivemos uma estimativa da inclinacdo de 0,54 [veja a equagado (2.27)], o que significa dizer que, para
cada ano adicional de educagido, € previsto um aumento de 54 centavos de délar no saldrio-hora.
Devido a natureza linear de (2.27), 54 centavos de dodlar € o aumento tanto para o primeiro ano de edu-
cacdo quanto para o vigésimo ano; isso pode ndo ser razodvel.

Suponha, em vez disso, que o aumento percentual no saldrio € o mesmo, dado um ano a mais de
educagdo formal. O modelo (2.27) ndo implica um aumento percentual constante: o aumento depende
do saldrio inicial. Um modelo que gera (aproximadamente) um efeito percentual constante €

log(saldrioh) = B, + B educ + u, (2.42)

em que log(+) é o logaritmo natural. (Veja Apéndice A, disponivel no site da Thomson, para uma revi-
sdo sobre logaritmos.) Em particular, se Au = 0, entdo

%Asaldrioh = (100 * B )Aeduc. (2.43)
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salarioh

0 educ

Observe como multiplicamos 3, por 100 para obter a variagdo percentual em saldrioh dado um ano
adicional de educagdo formal. Como a variagdo percentual em saldrioh é a mesma para cada ano adi-
cional de educagio, a variag@o em saldrioh, para um ano extra de educagdo formal, aumenta quando a
educagdo formal aumenta; em outras palavras, (2.42) implica um retorno crescente da educagio for-
mal. Com a exponenciagio de (2.42), podemos escrever saldrioh = exp(B, + B educ + u). O grifico
dessa equagdo aparece na Figura 2.6, com u = 0.

Quando se usa a regressdo simples, a estimagdo de um modelo como (2.42) é imediata. Apenas
defina a varidvel dependente, y, como y = log(saldrioh). A variavel independente € representada por
x = educ. A mecanica de MQO ¢ a mesma de antes: as estimativas de intercepto e de inclinagio sio
dadas pelas férmulas (2.17) e (2.19). Em outras palavras, obtemos BO e B, da regressao de MQO de
log(saldrioh) sobre educ.

EXEMPLO 210 .
{(Uma Equagio do Logaritmo dos Salarios-Hora)

Utilizando os mesmos dados do Exemplo 2.4, mas usando log(saldrioh) como a variavel dependente, obte-
mos a seguinte relagao:

log (saldrio) = 0,584 + 0,083 educ (2.44)
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EXEMPLO 2.10 (continuacio)

n = 526, R* = 0,186.

0 coeficiente de educ tem uma interpretagdo percentual quando ele é multiplicado por 100: para cada ano
adicional de educacdo formal, saldrioh aumenta 8,3%. Isso é o que os economistas querem dizer quando se
referem ao “retorno de um ano adicional de educacao formal”.

E importante relembrar que a principal razo para usar o log de saldrioh em (2.42) é impor um efeito
percentual constante da educagao formal sobre salarioh. Uma vez obtida a equagdo (2.42), o log natural de
saldrioh € raramente mencionado. Em particular, ndo € correto dizer que um ano adicional de educacdo for-
mal aumenta log(saldrioh) em 8,3%.

O intercepto em (2.42) ndo tem muito significado, visto que ele é o log(salarioh) previsto quando
educ = 0. 0 R-quadrado mostra que educ explica cerca de 18,6% da variacio em log(salarioh) (ndo em
salario). Finalmente, a equacdo (2.44) pode ndo capturar toda a nao-linearidade da relacdo entre salario-
hora e escolaridade formal. Se houver “efeitos-diploma”, o décimo sequndo ano de educacdo — forma-
tura do ensino médio nos Estados Unidos — deve ser muito mais valioso que o décimo primeiro ano. No
Capitulo 7 aprenderemos como lidar com esse tipo de ndo-linearidade.

Outro uso importante do log natural estd em obter um modelo de elasticidade constante.

EXEMPLO 2.11

(Salarios de Diretores Executivos e Vendas das Empresas)

Podemos estimar um modelo de elasticidade constante que relaciona o salario dos diretores executivos as
vendas das empresas. O conjunto de dados é o mesmo utilizado no Exemplo 2.3, exceto que agora relacio-
namos saldrio a vendas. Seja vendas as vendas anuais das empresas, mensurada em milhdes de ddlares. Um
modelo de elasticidade constante é

log(saldrio) = B, + B, log(vendas) + u, (2.45)

em que B, é a elasticidade de saldrio com respeito a vendas. Esse modelo estd compreendido no modelo
de regressao simples ao se definir a varidvel dependente como y = log(salario), e a varidvel independente
como x = log(vendas). Ao estimar essa equacdo por MQO, temos

log(saldrio) = 4,822 + 0,257log(vendas), | (2.46)
n =209, R* = 0,211.
O coeficiente de log(vendas) é a elasticidade estimada de saldrio em relacao a vendas. Ela implica que um

aumento de 1% nas vendas das empresas aumenta o salério dos diretores executivos em cerca de 0,257%
— a interpretagdo usual de uma elasticidade.

43
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As duas formas consideradas nesta segdo surgirdo no restante deste texto. Tratamos aqui de mode-
los que contém logaritmos naturais porque €les aparecem muito freqiientemente em trabalhos aplicados.
A interpretagio desses modelos ndo serd muito diferente no caso da regressio mdltipla.

E também til observar o que acontece as estimativas de intercepto e de inclinagdo se mudarmos
as unidades de medida da varidvel dependente quando ela aparece na forma logaritmica. Pelo fato de
a variacao da forma logaritmica aproximar-se de uma variacao proporcional, faz sentido que nada
aconteca com a inclina¢do. Podemos ver isso ao escrever a varidvel em uma nova escala como c,y; para
cada observacdo i. A equagido original € log(y;) = Bo + Bx; + u;. Se adicionamos log(c,) a ambos os
lados da equag@o, obtemos log (c;) + log(y,) = [log (¢;) + Bol + Byx; + u; oulog (c,y;) = [log (¢}) +
Bol + Byx; + u;. (Lembre-se de que a soma dos logs € igual ao log de seus produtos, como mostrado
no Apéndice A, disponivel no site da Thomson.) Portanto, a inclinagio ainda € 8;, mas o intercepto
agora € log (c,) + Bo- Semelhantemente, se a varidvel independente for log(x), e mudarmos as unida-
des de medida de x antes de considerarmos o log, a inclinagdo permanece a mesma, mas o intercepto
muda. Pediremos que vocé verifique essas asser¢oes no Problema 2.9.

Finalizamos esta subse¢do resumindo quatro combinag¢des de formas funcionais construidas a
partir da varidvel original ou de seu logaritmo natural. Na Tabela 2.3, x e y representam as varidveis
em suas formas originais. O modelo com y como a varidvel dependente e x como a varidvel indepen-
dente € chamado modelo nivel-nivel, pois cada varidvel aparece em sua forma de nivel. O modelo com
log(y) como a varidvel dependente e x como a varidvel independente é chamado modelo log-nivel.
Nao discutiremos aqui, explicitamente, o modelo nivel-log, pois ele aparece menos freqiientemente
na pratica. De qualquer forma, veremos exemplos desse modelo em outros capitulos.

A tltima coluna na Tabela 2.3 mostra a interpretagdo de . No modelo log-nivel, 100 - B8, ¢ algu-
mas vezes chamado semi-elasticidade de y em relagdo a x. Como mencionamos no Exemplo 2.11, no
modelo log-log B, ¢ a elasticidade de y em relagdo a x. A Tabela 2.3 requer um estudo cuidadoso, ja
que vamos, com freqii€ncia, nos referir a ela no restante do texto.

O Significado da Regressao “Linear”

O modelo de regressdo simples que estudamos neste capitulo também € chamado modelo de regressdo
linear simples. No entanto, como acabamos de ver, o modelo geral também permite certas relagoes
ndo-lineares. Portanto, o que significa “linear” aqui? Vocé pode observar, ao olhar a equacio (2.1), que
y = By + B,x + u. O importante € que essa equagao € linear nos pardmetros, B e 3,. Nio hi restri-
¢oes de como y e x se relacionam com as varidveis explicada e explicativa originais de interesse. Como
vimos nos Exemplos 2.7 e 2.8, y e x podem ser os logaritmos naturais de varidveis, e isso ¢ muito
comum em aplicagdes. Mas ndo precisamos parar aqui. Por exemplo, nada nos impede de usar a regres-
sdo simples para estimar um modelo tal como cons = 8, + 3, Vrend + u, em que cons € o constno
anual e rend é a renda anual.

Tabela 2.3
Resumo das Formas Funcionais Envolvendo Logaritmos
Modelo D:;;lg;‘:;‘;;lte Incx;f:;i te Interpretagdo de B,
nivel-nivel y X Ay = B Ax
nivel-log y log(x) Ay = (,/100)% Ax
log-nivel log(y) X %Ay = (1008,)Ax
log-log log(y) log(x) %Ay = B, %Ax
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Embora a mecanica da regressao simples nao dependa de como y e x sdo definidos, a interpretagio
dos coeficientes depende, realmente, de suas defini¢des. Para que os trabalhos empiricos sejam bem-
sucedidos, é muito mais importante tornar-se proficiente em interpretar coeficientes do que eficiente
no célculo de férmulas como (2.19). Obteremos muito mais pritica em como interpretar as estimativas
da reta de regressdao de MQO quando estudarmos a regressao multipla.

Muitos modelos ndo podem ser considerados modelos de regressdo linear, porque eles ndo sio
lineares em seus pardmetros; um exemplo € cons = 1/(3, + B,rend) + u. A estimagdo desses modelos
leva-nos ao campo dmbito do modelo de regressdo ndo-linear, o qual esta além do escopo deste texto.

Para muitas aplicagdes, € suficiente escolher um modelo que possa ser expresso dentro do arcabougo
da regressdo linear.

2.5 VALORES ESPERADOS E VARIANCIAS DOS ESTIMADORES DE MQO

Na Segdo 2.1 definimos o modelo populacional y = 8, + B,x + u e afirmamos que a hip6tese funda-
mental para que a andlise de regressdo simples seja ttil € que o valor esperado de u, dado qualquer
valor de x, seja zero. Nas se¢des 2.2, 2.3 e 2.4 discutimos as propriedades algébricas da estimagio de
MQO. Retornamos agora ao modelo populacional e estudaremos as propriedades estatisticas da esti-
magdo de MQO. Em outras palavras, veremos agora ,B(, e Bl como estimadores dos parametros 3, € 3,
que aparecem no modelo populacional. Isso significa que estudaremos as propriedades das distribui-
¢Oes de B(, e B, de diferentes amostras aleatérias da populagio. (O Apéndice C, disponivel no site da
Thomson, contém as defini¢oes de estimadores e revisdes de algumas de suas principais propriedades.)

Inexisténcia de Viés em MQO

Vamos iniciar estabelecendo a inexisténcia de viés do método MQO sob um conjunto simples de hipé-
teses. Para referéncias futuras, € Gtil numerar essas hipoteses usando o prefixo “RLS” para regressio
linear simples. A primeira hipétese define o modelo populacional.

HIPOTESE RLS.1 (LINEAR NOS PARAMETROS)

No modelo populacional, a varidvel dependente y esta relacionada a varivel independente x e ao erro (ou
perturbagdo) u como

y=PB,tBx+u, (2.42)

em que B, e B, sdo os parametros de intercepto e de inclinacdo populacionais, respectivamente.

e para ser realista —, y, x e u sio todos vistos como
varidveis aleatérias. Discutimos, em alguma extensiio, a interpretagio desse modelo na Segédo 2.1 ¢
demos virios exemplos. Na se¢do anterior aprendemos que a equagdo (2.47) ndo € tdo restritiva quan-
to inicialmente parecia; escolhendo y e x apropriadamente, podemos obter relagdes nao-lineares inte-
ressantes (como os modelos de elasticidade constante).
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Estamos interessados em usar os dados de y e x para estimar os parimetros 3, e, especialmente,
;. Assumimos que nossos dados foram obtidos de uma amostra aleatdria. (Veja o Apéndice C, dispo-
nivel no site da Thomson, para uma revisao sobre amostragem aleatdria.)

HIPOTESE RLS.2 (AMOSTRAGEM ALEATORIA)
Podemos usar uma amostra aleatéria de tamanho n, {(x,y): i = 1,2,..., n}, proveniente de um modelo
populacional.

Em capitulos posteriores que abordam a anélise de séries de tempo e probiemas de sele¢do de amos-
tra, teremos de dar um tratamento ao fato de a hipétese de amostragem aleatdria n@o ser mais valida.
Nem todas as amostras de corte transversal podem ser vistas como resultados de amostras aleatorias,
mas muitas podem ser assim entendidas.

Podemos escrever (2.47), em termos da amostra aleatéria como -

v, =Byt Bix;tu, i=12,..n, (2.48)

em que u; € o erro ou perturbagio da observagio i (por exemplo, pessoa i, empiesa i, cidade i etc.).
Assim, u; contém os fatores nao-observaveis da observagao i que afetam y;. Os u, ndo devem ser con-
fundidos com os residuos, i1, definidos na Se¢do 2.3. Mais adiante, cxploraremos a relagdo enire os
erros e os residuos. Para interpretar 8, € 8, em uma aplicac@o particular, (2.47) € mais instrutiva, mas
(2.48) também € necessdria para algumas derivagdes estatisticas.

A relagio (2.48) pode ser colocada em um grafico para um registro particular dos dados. coimo
mostrado na Figura 2.7.

A fim de obter estimadores ndo-viesados de 8, e 3;, precisamos impor a hipétese de média condi-
cional zero que discutimos, com alguin detalhe, na Segdo 2.1. Agora, vamos adiciond-la explicitamente
a nossa lista de hipéteses.

HIPOTESE RLS.3 (MEDIACONDICIONAL ZERO)
E(ulx) = 0.

Para uma amostra aleatdria, essa hipétese implica que E{u,|x;) = 0, para todo i = 1,2,..., n.

Além de restringir a relagdo entre u ¢ x na populagio, a hipétese de média condicional zero —
juntamente com a hipdtese de amostra aleatéria — permite uma simplificagio técnica conveniente. Em
particular, podemos derivar as propriedades estatisticas dos estimadores de MQO como condicionais
aos valores de x; em nossa amostra. Tecnicamente, em derivagdes estatisticas, condicionar aos valores
amostrais da varidvel independente € o mesmo que tratar x; como fixo em amostras repetidas. Esse pro-
cesso envolve vérios passos. Primeiro, escolhemos n valores amostrais para x;, x,, ..., x,,. (Esses valores
podem ser repetidos.) Dados esses valores, obtemos uma amostra de y (efetivamente, obtendo uma
amostra aleatéria de u;). Em seguida, obtém-se outra amostra de y, usando novamente os mesmos x,,
Xa, ..., X,,. E assim por diante.
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O fixo no cenério de amostras repetidas ndo € muito realista no contexto nao-experimental. Por
exemplo, na amostragem de individuos do exemplo saldrios-educagio, faz pouco sentido pensar em
escolher os valores de educ antecipadamente e, em seguida, fazer uma amostra de individuos com
aqueles niveis particulares de educagdo formal. A amostragem aleatéria, na qual os individuos sio
escolhidos aleatoriamente e seus salarios € anos de educagdo formal sdo registrados, € um processo
representativo de como muitos conjuntos de dados sdo obtidos para a andlise empirica nas ciéncias
sociais. J4 que assumimos E(u|x) = 0, e temos amostragem aleatéria, nada se perde nas derivagdes ao
tratar os x; como nao-aleatérios. O perigo € que o fixo na hipétese de amostras repetidas sempre impli-
ca que u; e x; sdo independentes. Ao decidir quando a andlise de regressdo simples produzird estima-
dores ndo-viesados, € crucial pensar em termos da hipétese RLS.3.

Visto que concordamos em condicionar as derivagdes estatisticas aos valores de x;, precisamos de
uma dltima hipétese para a inexisténcia de vi€s.

HIPOTESE RLS.4 (VARIAGAO AMOSTRAL NA VARIAVEL INDEPENDENTE)
Na amostra, as variaveis independentes x;, i = 1,2,...,n, ndo s3o todas iguais a uma mesma constante. Isso
exige alguma variagdo em x na populagao.

Encontramos a hipétese RLS.4 quando derivamos as férmulas dos estimadores de MQO; cla €

n
equivalente a ), (x, — X)* > 0. Das quatro hipGteses feitas, esta € a menos importante, pois ela essen-

i=]
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cialmente nunca falha em aplicagoes interessantes. Se a hipétese RLS.4 ndo se sustentar, ndo podemos
calcular os estimadores de MQO 0 que significa quc a andlise estatistica € irrelevante.

Usando o fato de que 2 x,— X0, —y)= 2 (x; — X)y, (veja o Apéndice A, no site da Thomson),

podemos escrever 0 eStlmadOI‘ de inclinacio de MQO na equacao (2.19) como

M=

(x; — X)y;

B =5—— (2.49)
(57 '

>
"

s

-
I

Como agora estamos interessados no comportamento de ﬁl ao longo de todas as amostras possivelis,
B , € apropriadamente visto como uma variavel aleatéria.

Podemos escrever B, em termos dos coeficientes populacionais e dos erros ao substituir o lado
direito de (2.48) em (2.49). Temos

i (x; — xX)y; il (x; = X)By + Byx; +u) (2.50} .
A=l =
SQT

X

n

onde definimos a variagio total em x; como SQT, = Y, (x, — X)*, a fim de simplificar a notag#o. (Essa
i=1

expressio nao € exatamente a variancia amostral de x;, pois ndo a dividimos por n — 1.) Usando a dlge-

bra do operador somatdrio, vamos escrever o numerador de 8, como

i (xi - E)BO + i (xi - X)lei + i (xi - )—c)u,.
i=1 i=] i=1
\ ) ) (2.51)
=B, 2 (5, —X)+BY (5, — D, + X (x, —X)u,.
i=1 i=1 i=1

Como mostrado no Apéndice A, 2 (x, —x)=0¢e 2 (x, — ¥)x, = X, (x, — X¥)* = s~ Portanto, pode-

i=1 i=1

mos escrever o numerador de 3, como 8,SQT, + 2 (x; — X)u,. Escrevendo isso no denominador
i=1

resulta

2"3 (G — X, n
=B, + =8, + (1/SQT) D d.u, (2.52)
B] B] SQT ﬁl ( Q x) ,=§:| i ul )

X

*
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onde d; = x, — X. Vemos agora que o estimador B , € 1gual a inclinagdo populacional 8; mais um termo
que € uma combinag@o linear dos erros {u,u,,...,i4, }. Condicionada aos valores de x;, a aleatoriedade
em ﬁl deve-se inteiramente aos erros na amostra. O fato de que esses erros sejam, em geral, diferentes
de zero € o que faz com que [§, seja diferente de B3,.

Ao usar a representacdo em (2.52), podemos provar a primeira importante propriedade estatistica
do método MQO.

TEOREMA 2.1 (INEXISTENCIA DE VIES EM MQO)
Usando as hipoteses RLS.1 a RLS.4,

E(By = By E(B) = B, . (2:83)

para quaisquer valores de B, e B8;. Em outras palavras, BO é nao-viesado para B, e Bl é ndo-viesado para 3;.
PROVA: Nesta prova, os valores esperados estao condicionados aos valores amostrais da varidvel indepen-
dente. Visto que SQT, e d; sao fun¢des somente de x;, eles sao nao-aleatdrios quando condicionais. Portanto,
de (2.52), e mantendo o condicionamento a {x;,x,,...,x,,} implicito, temos

E(B) = B, + EI(1/SQT,) >, d,u] = B, + (1/SQT,) X, E(d,u)
i=] i=1

= B, + (1/8QT) 'E d Em)=8,+1/SQT) Y d - 0=,
i= i=1

onde usamos o fato de que o valor esperado de cada u; (condicional a {x;,x,...,X,}) é zero sob as hipéteses
RLS.2 e RLS.3. Como a inexisténcia de viés se mantém para qualquer resultado condicionado a {x;,x,....x,},
a inexisténcia de viés também se mantém sem se condicionar a {xy,xy,...,x,}.

A prova para 3, é agora direta. Obtenha a média de (2.48) através de / para obter y = B, + B, X + &,
e insira essa equagdo na férmula de 8, :

~

B()=y—ﬁ|f=ﬂo+ﬁ,f+E—Blf=B0+(ﬁl "BA]))_C"*'E
Entao, condicional aos valores de x;,
E(fB, = B, + El(B, —B)) ] + E@) = B, + E[(B, — B)IX,

j& que, pelas hipoteses RLS.2 e RLS.3, E(u) = 0. No entanto, mostramos que E(Bl) = B3,, 0 que implica que
E[(ﬁ, — By)] = 0.Assim, E(8,) = B,. Ambos os argumentos sao validos para quaisquer valores de B, e B,
e assim estabelecemos a inexisténcia de viés.
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Lembre-se de que a inexisténcia de viés é uma caracteristica das distribuiSes amostrais de 3, e
[§0, o0 que ndo nos diz nada sobre a estimativa que obtemos de uma dada amostra. Esperamos que, se a
amostra que obtemos € de algum modo “tipica”, entdo nossa estimativa deve estar “préxima” do valor
populacional. Infelizmente, € sempre possivel obter uma amostra ruim que nos dé uma estimativa pon-
tual distante de 3, e nés nunca saberemos, com certeza, se esse € o caso. Neste ponto, voc€ pode que-
rer revisar o material sobre estimadores nao-viesados no Apéndice C (disponivel no site da Thomson),
especialmente o exercicio de simulagdo da Tabela C.1, o qual ilustra o conceito de inexisténcia de viés.

Em geral, a inexisténcia de viés ndo & valida se qualquer uma das nossas quatro hipéteses nao
for vélida. Isso significa que é importante pensar na veracidade de cada hipdtese em uma aplicagao
particular. Como jd discutimos, se a hipétese RLS.4 ndo for vilida, entdo ndo seremos capazes de
obter as estimativas de MQO. A hipétese RLS.1 requer que y e x sejam linearmente relacionados com
uma perturbagdo adicionada. Certamente, isso pode ndo ser valido. Mas sabemos também que y e x
podem ser escolhidos de forma que possam produzir rela¢des nao-lineares interessantes. Estudar com
a ndo validade de (2.47) requer métodos mais avangados, que estdo além do escopo deste texto.

Posteriormente, veremos como relaxar a hipotese RLS.2, a hip6tese de amostragem aleatéria, na
andlise de séries de tempo. Porém, o que dizer de seu uso na analise de corte transversal? A amostra-
gem aleatéria pode nzo ser vélida em um corte transversal quando as amostras ndo sdo representativas
da populagdo subjacente; de fato, alguns conjuntos de dados sdo construidos fazendo-se, intencional-
mente, amostras de partes diferentes da populagdo. Discutiremos os problemas de amostragem nao-
aleatoria nos Capitulos 9 e 17.

A hipétese na qual devemos nos concentrar agora € a RLS.3. Se RLS.3 se mantém, as estimativas
de MQO sio nio-viesadas. Do mesmo modo, se RLS.3 ndo se mantém, os estimadores de MQO serio,
em geral, viesados. Ha maneiras de determinar a dire¢@o e o tamanho provaveis do viés, algo que estu-
daremos no Capitulo 3.

A possibilidade de que x seja correlacionado com u € quase sempre uma preocupacio na anilise
de regressdo simples com dados ndo-experimentais, como indicamos por meio de vérios exemplos na
Secdo 2.1. Usar a regressdo simples quando u contém fatores que afetam y e que também ¢stdo corre-
lacionados com x pode resultar em correlagdo espiria: isto €, achamos uma relagdo entre y ¢ x que se
deve, em verdade, a outros fatores que afetam y € que também estdo correlacionados com .x.

EXEMPLO 2.12
(Desempenho em Matematica de Estudantes e o Programa de Merenda Escolar)

Seja mate10 a percentagem de alunos do primeiro ano do ensino médio aprovados em um exame de mate-
matica. Suponha que desejamos estimar o efeito do programa de merenda escolar financiado pelo governo
sobre o desempenho dos alunos. Esperamos que o programa de merenda tenha um efeito ceteris paribus
positivo sobre o desempenho:; todos os outros fatores permanecendo iguais, se um estudante, bastante pobre
para ter reqularmente refeices, torna-se qualificado para o programa de merenda escolar, seu desempenho
deveria melhorar. Seja prgalm a percentagem de estudantes que estdo aptos para participar do programa de
merenda escolar. Portanto, o modelo de regressao simples é

matelQ = By + Bprgalm + u, (2.54)

em que v contém caracteristicas da escola e do estudante que afetam o desempenho escolar total. Usando
os dados do arquivo de MEAP93.RAW de 408 escolas de Michigan no ano escolar 1992-1993, obtemos
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% EXEMPLO 2:12 (continuagao) -
matel0 = 32,14 — 0,319 prgalm

n =408, R* = 0,171.

Essa equagao prevé que se a participagdo dos estudantes no programa de merenda escolar aumenta em dez
pontos percentuais, @ percentagem de estudantes que passa no exame de matematica cai cerca de 3,2 pon-
tos percentuais. Realmente devemos acreditar que a participagdo maior no programa de merenda escolar
causa, de fato, um desempenho pior? Muito provavelmente nao. Uma explicagdo melhor é que o termo erro
u na Equacdo (2.54) esta correlacionado com prgalm. De fato, u contém fatores como a taxa de pobreza
das criangas que freqiientam a escola, que afeta o desempenho dos estudantes e estd altamente correlacio-
nada com a qualificagdo no programa de merenda. Varidveis como qualidade e recursos da escola também
estdo contidas em u e, provavelmente, estdo correlacionados com prga/m. E importante lembrar que a esti-
mativa —0,319 é somente para essa amostra particular, mas seu sinal e magnitude nos fazem suspeitar de
que u e x sejam correlacionadas, de modo que a regressao linear é viesada.

Além de varidveis omitidas, ha outras razdes para que x esteja correlacionado com u no modelo
de regressao simples. Como essas mesmas questoes surgirdo na analise de regressdo miiltipla, poster-
garemos até 14 um tratamento sistematico do problema.

Variancias dos Estimadores de MQO

Além de saber que a distribui¢ao amostral de Bl estd centrada em torno de 3, (B, € ndo-viesado), ¢
importante saber o qudo distante, em média, podemos esperar que 3] esteja de 3,. Entre outras coisas,
isso nos permite escolher o melhor estimador entre todos os estimadores nao-viesados — ou pelo
menos entre uma ampla classe deles. A medida de dispersao da distribui¢do de Bl (e ﬁ()) com a qual é
mais fécil trabalhar € a variancia, ou sua raiz quadrada, o desvio-padrdo. (Veja o Apéndice C, disponi-
vel no site da Thomson, para uma discussio mais detalhada.)

A variancia dos estimadores de MQO pode ser calculada sob as hipéteses RLS.1 a RLS.4.
Entretanto, as expressoes dessas varidncias sdo complexas. Em vez disso, vamos adicionar uma hipo-
tese que € tradicional na andlise de corte transversal. Essa hipétese afirma que a varidncia do termo
nao-observavel, u, condicionado a x, é constante. Ela é conhecida como a hipétese de homoscedasti-
cidade ou de “variancia constante”.

HIPOTESE RLS.5 (HOMOSCEDASTICIDADE)
Var(ulx) = o,

Devemos enfatizar que a hipdtese de homoscedasticidade € completamente distinta da hipétese de
média condicional zero, E(u|x) = 0. A hipdtese RLS.3 compreende o valor esperado de u, enquanto a
hipStese RLS.5 diz respeito a varidncia de u (ambos condicionados a x). Lembre-se de que nés esta-
belecemos a inexisténcia de viés de MQO sem a hip6tese RLS.5: a hipétese de homoscedasticidade
nao desempenha qualquer papel para mostrar que éo e f ; sdo ndo-viesados. Adicionamos a hipdtese
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RLS.5 pois ela simplifica os célculos da varidncia de ,[§0 e ,él e porque ela implica que o método de
minimos quadrados ordindrios tenha certas propriedades de eficiéncia, algo que veremos no Capitulo
3. Se assumissemos que u € x sdo independentes, a distribuigio de u, dado x, ndo dependeria de x, e
assim E(ulx) = E(u) = 0 e Var(u|x) = o2. No entanto, algumas vezes independéncia €, uma hipétese
forte demais.

Como Var(u|x) = E(u?|x) — [E(ulx)])* ¢ E(u|x) = 0, o*= E(u’Ix), o que significa que o> também
¢ a esperanga ndo-condicional de u*. Portanto, o2 = E(u®) = Var(u), pois E(u) = 0. Em outras pala-
vras, o2 € a variancia ndo-condicional de u, e por isso o’é freqlientemente chamado de varidncia do
erro ou variancia da perturbagio. A raiz quadrada de o2, o, € o desvio-padrio do erro. Um o grande
significa que a distribui¢do dos fatores ndo-observéveis que afetam y € mais dispersa.

Freqiientemente, € titil escrever as hipéteses RLS.3 e RLS.5 em termos da média condicional e da
variancia condicional de y:

EGlx) = Bo + Byx. ~ (2.85)

Var(y|x) = o> (2.56)

Em outras palavras, a esperanga condicional de y, dado x, € linear em x, mas a variincia de y, dado
x, € constante. Essa situag¢do est4 ilustrada na Figura 2.8, em que 8, > 0¢e 8, > 0.

Quando Var(u|x) depende de x, diz-se que o termo erro apresenta heteroscedasticidade (ou
variancia n@o-constante). Como Var(u|x) = Var(y|x), a heteroscedasticidade est4 presente sempre que
Var(y|x) é uma fungio de x.

Figura 2.8 P e
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(Heteroscedasticidade em uma Equacao de Salarios)

A fim de obter um estimador ndo-viesado do efeito ceteris paribus de educ sobre saldrioh, devemos assu-
mir que E(u|educ) = 0, e isso implica E(saldrioh|educ) = By + Bqeduc. Se também usarmos a hipétese de
homoscedasticidade, entdo Var(u|educ) = o% ndo depende do nivel de educacdo formal, que é o mesmo
que assumir que Var(saldrioh|educ) = o*. Assim, enquanto se deixa o salario-hora médio aumentar com o
nivel de educacio formal — é essa taxa de crescimento que estamos interessados em descrever — assume-se
que a variabilidade no salério horario em torno de sua média é constante através de todos os niveis de edu-
cacdo formal: isso pode ndo ser realista. £ provavel que pessoas com mais tempo de educagdo formal tenham
uma variedade maior de interesses e de oportunidades de trabalho, o que poderia levar a uma variabilidade
maior nos niveis de educacao formal mais elevados. Pessoas com niveis de educagao formal bastante baixos
tém muito poucas oportunidades e, freqiientemente, precisam trabalhar recebendo salario minimo; isso tem
o efeito de reduzir a variabilidade salarial nos niveis baixos de educacao formal. Essa situagao é mostrada
na Figura 2.9. Em Ultima analise, se a hipotese RLS.5 se mantém ou ndo é uma questdo empirica. No Capitulo
8 mostraremos como testar a hipdtese RLS.5.

Flgurazs S
Var (saldnoh/educ) crescendo cpm e;luc —

R Ty

f(saldrioh/educ)

saldrioh

E(saldriohleduc) =
- Bo + Bieduc

educ
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Com a hipétese apropriada de homoscedasticidade, estamos prontos para provar o seguinte:

TEOREMA 2.2 (VARIANCIAS AMOSTRAIS EM MQO)
Sob as hipdteses RLS.1 a RLS.5,

o a? = 2
Var(8) = ——2 y o’1SQT,, (2.57)
i=1
e
Var@y) = — 1, (2.58)
2 (x; = x)’
i=1

as quais estao condicionadas aos valores amostrais {xy,...,x,}.
PROVA: Derivaremos a férmula para Var(B ), deixando a outra derivacdo como exercicio. O ponto de par-

tida é a equagdo (2.52): B, = B + (1/5QT,) 2 du;. Visto que B, é exatamente uma constante, condicio-

i=1
nal aos x;, SQT, e d; = x; — X também sdo nao-aleatorios. Além disso, como os u; sao variaveis aleatdrias

independentes para todos os i (por amostragem aleatéria), a varidncia da soma é a soma das variancias.

Usando esses fatos, temos

Var(B,) = (1/SQT,)’ Var<'2' d, u,.) = (1/SQT)* (2 d? Var (u,))

i=1 i=1

=(1/SQT,)’ (2 d? 02> [visto que Var(u) = o para todos os /]
i=1

df) = o(1/SQT ’SQT, = ¢¥/SQT,

i=1

=g’ (1/SQTX)2<
que & 0 que queriamos provar.

As equagdes (2.57) e (2.58) sdo as férmulas “padrdes” para a andlise de regressdo simples, mas
ndo sdo vilidas na presenga de heteroscedasticidade. Isso serd importante quando tratarmos dos inter-
valos de confianga e dos testes de hlpoteses na andlise de regressao multipla.

Para a maior parte dos propdsitos, estamos interessados em Var( B ). E fécil resumir como essa
varidncia depende da variéncia do erro, o', e da variagdo total em {x,, X,,..., X,,}, SQT,. Primeiro, quan-
to maior a variancia do erro, maior é Var(fn’ 1)- Isso faz sentido, j& que uma variagdo maior nos fatores
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ndo-observaveis que afetam y faz com que seja mais dificil estimar com precisio 3,. Em contraparti-
da, € preferivel maior variabilidade na varidvel independente: quando a variabilidade nos x; aumenta,
a variancia de 8, diminui. Isso também tem um sentido intuitivo, visto que quanto mais dispersa for a
amostra das varidveis independentes, mais fécil serd descrever a relag@o entre E(y|x) e x. Isto €, serd
mais facil estimar B;. Se hd pouca variagdo nos x;, pode ser dificil estabelecer com precisdo como
E(y|x) varia com x. Quando o tamanho da amostra cresce, do mesmo modo cresce a variagio total nos
x;. Portanto, um tamanho de amostra maior resulta em uma varidncia menor de ﬁl.

Essa andlise mostra que, se estamos interessados em f3,, e temos uma escolha, entio devemos
escolher os x; tdo dispersos quanto possivel. As vezes, isso é possivel com dados experimentais, mas
raramente temos esse luxo nas ciéncias sociais: usualmente, temos de pegar os x; que obtemos via
amostragem aleatéria. Algumas vezes, temos uma possibilidade de obter amostras maiores, embora
isso possa ser dispendioso. ‘

Mostre que, ao estimar B, é melhor ter x = 0. Qual é a Var(éo) nesse caso? [Sugestdo: para qualquer

n n
amostra de numeros, 2 xf = 2 (x, — x)*, mantendo-se a igualdade somente se X = 0.]
i=1 i=1

Para o propésito de construir intervalos de confianga e derivar estatisticas de testes, precisaremos
trabalhar com os desvios padrio de B] e B(), dp(ﬁ’l) e dp(ﬁo). Lembre-se de que eles sdo obtidos ao cal-
cular as raizes quadradas das varidncias em (2.57) e (2.58). Particularmente, dp(8,) = o/VSQT , em
que o € a raiz quadrada de o ¢ V' SQT € a raiz quadrada de SQT,.

Estimacao da Variancia do Erro

As férmulas em (2.57) e (2.58) permitem-nos isolar os fatores que contribuem para Var( /§ e Var(BU).
No entanto, essas férmulas sio desconhecidas, exceto no caso extremamente raro em que o~ € conheci-
do. NA do obstante, podemos usar os dados para estimar %, 0 qual conseqiientemente nos permite estimar
Var(B,) e Var(B,).

Este é um bom momento para enfatizar a diferenca entre os erros (ou perturbagdes) e os residuos,
ja que essa discussdo € crucial para a construgio de um estimador de . A equagio (2.48) mostra como
escrever o modelo populacional em termos de uma observagdo extraida aleatoriamente como y; = 3,
+ Bx; + u;, em que y; € o erro da observagao i. Podemos expressar também y; em termos de seu valor
estimado e do residuo, como na equagdo (2.32): y; = Bo + B x; + . Comparando essas duas equa-
¢Oes, vemos que o erro aparece na equagio que contém os parametros populauonazs, By e B, Emcon-
trapartida, os residuos aparecem na equagao estimada com ,60 € ,3l Os erros nunca sao observaveis,
enquanto os residuos sdo calculados a partir dos dados.

Podemos usar as equagdes (2.32) e (2.48) para escrever os residuos como uma fung@o dos erros:

0=y — [;0 - ﬁlxi =(Bo — Bix; + u) — .éo - .élxi-

ou

ﬁi = U, — (B() - Bo) - (B] - B])x,-- (2.59)
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Embora o valor esperado de S, iguale-se a B, € similarmente para 8,, i, ndo € 0 mesmo que u;. A
diferenca entre eles tem, de fato, um valor esperado igual a zero.

Agora que entendemos a diferenca entre os erros e os residuos, podemos retorar para estimar o->.

n
Primeiro, 0> = E(u?), de modo que um “estimador” ndo-viesado de o> é n~' Y, u’. Infelizmente, esse
i=1

ndo é um estimador verdadeiro, pois ndo observamos os erros ;. Mas, temos, de fato, as estimativas de
u;, a saber, os residuos #; de MQO. Se substituimos os erros pelos residuos de MQO, temos

- 2 22 = SQR/n. Esse é um estimador verdadeiro, porque ele fornece uma regra computével para

qualquer amostra de dados sobre x ¢ y. Uma ligeira desvantagem desse estimador € que ele resulta viesa-
do (embora o vi€s seja pequeno para n grande). Como € facil calcular um estimador nao-viesado, usamos
esse como substituto.

O estimador SQR/n € viesado, essencialmente, porque ele ndo explica a razdo de duas restri¢des
que devem ser satisfeitas pelos residuos de MQO. Essas restrigdes sdo dadas pelas duas condi¢des de
primeira ordem de MQO:

n n - .
2= 2 = - (2.60)
i=1 i=1
Uma maneira de ver essas restri¢des € esta: se nés conhecemos n — 2 dos residuos, podemos sempre
obter os outros dois residuos usando as restri¢des implicadas pelas condi¢des de primeira ordem em
(2.60). Assim, ha somente n — 2 graus de liberdade nos residuos de MQO, em oposigio a » graus de
liberdade nos erros. Se substituissemos #; por u; em (2.60), as restrigdes ndo mais se manteriam. O
estimador ndo-viesado de o que utilizaremos faz um ajustamento dos graus de liberdade:

== 2 a} = SQR/(n - 2). (2.6

(Esse estimador €, as vezes, denominado por 5%, mas continuaremos a usar a convengio de colocar
“chapéus” sobre os estimadores.)

TEOREMA 2.3 (ESTIMACAO NAO-VIESADA DE ¢°)
Sob as hipdteses RLS.1 a RLS.5,

PROVA: Se construirmos a média da equagdo (2.59) para todos os i e usarmos o fato de que os residuos de
MQO tém média igual a zero, temos 0 = u — (éo - By) — (Bl — B,) X ; subtraindo essa equacao de
(2.59), resulta &, = (u, — u) — (B, — B)(x, — X).Portanto, &> = (u; — w + (B, — ﬁ Y(x; — x)* —

u; — u)( [§l — BP(x; — X).Asoma ao longo de todos os j resulta na equagao i ’ 2 (u, — )’ +
i=1

(B, — B i (x,~ % =2 B, — B) Z u, (x; — ). Agora, o valor esperado do primeiro termo é
i=1

i=1
(n — 1)a?, algo que esta mostrado no Apéndice C, no site da Thomson.

S R e I e e S T
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TEOREMA 2.3 (ESTIMAGAO NAO-VIESADA DE o) (continuagio)
O valor esperado do segundo termo &, simplesmente, o2, porque E[(8, — B,)*] = Var(B,) = o¥/s*

Finalmente, o terceiro termo pode ser escrito como: 2( 3, — B )’s% aplicando as esperangas, resulta em 202,
n

Colocando esses trés termos juntos, obtemos E (2 ﬁf) =0 - 1o’ +0%—20%=(n— 20o? de modo
i=1

que E[SQR/(n — 2)] = o

Se &2 for inserido nas férmulas da varincia (2.57) e (2.58), entdo teremos estimadores nio-vie-
sados de Var(f3,) € Var(,). Posteriormente, necessitaremos de estimadores dos desvios padrdo de B,
e By, € isso requer estimar o. O estimador natural de o €

5= Vg2 (2.62)

e € chamado erro-padrio da regressao (EPR). (Outros nomes para & sdo erro-padrdo da estimativa
e raiz do erro quadrado médio, mas nio os usaremos.) Ainda que & nio seja um estimador n3o-viesa-
do de o, podemos mostrar que ele é um estimador consistente de o (veja Apéndice C, disponivel no
site da Thomson), e que ele servird muito bem para nossos propdsitos.

A estimativa & € interessante, ja que ela é uma estimativa do desvio-padrao dos fatores ndo obser-
vaveis que afetam y; equivalentemente, ela estima o desvio-padrdo em y ap6s os efeitos de x terem sido
retirados. A maior parte dos programas econométricos informa o valor de ¢ juntamente com o R-qua-
drado, o intercepto, a inclinagio e outras estatisticas de MQO (sob um dos vérios nomes listados ante-
nonnente) Por enquanto, nOsso principal interesse estd em usar ¢ para estimar os desvios-padrio de
B(, e B, Como dp(,B ) = o/s,, o estimador natural de dp(ﬁ )é

n 172
ep(B)) = 6/s, = &/(2 (x, — 7c)2> .
i=1

que € chamado de erro-padrao de B .- Observe que ep(ﬁ ) € visto como uma variavel aleatéria quan—
do pensamos em processar o método MQO usando diferentes amostras de y; isso ocorre porque o’
varia com diferentes amostras. Para uma dada amostra, ep(B ) € um numero, exatamente como B |
simplesmente um nimero quando nés o calculamos a partir de dados conhecidos.

Semelhantemente, ep(B(,) ¢ obtido de dp(B(,) ao substituir o por &. O erro-padrdo de qualquer
estimativa nos da uma idéia de qual preciso € o estimador. Os erros-padrao desempenham um papel
central em todo este texto; nds os usaremos para construir estatisticas de testes e intervalos de confian-
¢a para todos os procedimentos econométricos que cobriremos, a partir do Capitulo 4.
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2.6 REGRESSAO ATRAVES DA ORIGEM

Em raros casos, desejamos impor a restri¢do de que, quando x = 0, o valor esperado de y € zero. Ha
certas relagdes para as quais isso € razodvel. Por exemplo, se a renda (x) for zero, entdo os gastos com
o imposto de renda (y) devem ser zero. Além disso, ha problemas quando um modelo que originalmen-
te tem um intercepto diferente de zero € transformado em um modelo sem um intercepto.

Formalmente, nés escolhemos agora um estimador da inclinagao, que chamaremos de El, e uma
reta da forma

3

y=B,x% - (2.63)

em que os sinais graficos do til sobre B , € ¥ sdo usados para distinguir esse problema do problema
muito mais comum de estimar um intercepto juntamente com uma inclinagdo. Costuma-se chamnar
(2.63) de regressao através da origem, pois a reta (2.63) passa pelo ponto x = 0, y = 0. Para obter a
estimativa de inclinagdo em (2.63), nds ainda contamos com o0 método de minimos quadrados ordina-
rios, que minimiza, nesse caso, a soma dos residuos quadrados:

> 0= By x) (2.64)
i=1

Usando célculo, pode-se mostrar que B, deve resolver a condi¢do de primeira ordem:

n

> x (v, — B,x)=0. {2.65)

i=1

Dai, podemos resolver para 3,:

B =" 12,661

desde que nem todos os x; sejam zero — um caso que excluimos.

Observe como ,él se compara com a estimativa de inclina¢do quando também estimamos o inter-
cepto (em vez de determind-lo igual a zero). Essas duas estimativas sio as mesmas se, € somente se,
x = 0. [Veja a equagdo (2.49) para ,é,.] Obter uma estimativa de 3, usando a regressao através da ori-
gem nao € freqiiente em trabalhos aplicados, e por boas razdes: se o intercepto 3, # 0, logo 3, € uin
estimador viesado de B;. Vocé ser4 solicitado a provar isso no Problema 2.8.
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Neste capitulo introduzimos o modelo de regressdo simples e cobrimos suas propriedades basicas.
Dada uma amostra aleatdria, o0 método de minimos quadrados ordindrios € usado para estimar os para-
metros de inclinac¢do € de intercepto no modelo populacional. Demonstramos a dlgebra da reta de
regressdo de MQO, incluindo os célculos dos valores estimados e dos residuos, e a obtencdo das
variagOes previstas na varidvel dependente a partir de uma dada variagdo na varidvel independente.
Na Sec¢ao 2.4 discutimos duas questoes de importancia prética: (1) o comportamento das estimativas
de MQO quando mudamos as unidades de medida da varidvel dependente ou da varidvel independen-
te e (2) o uso do log natural na elaboraciao de modelos de elasticidade constante e de semi-elasticida-
de constante.

Na Segdo 2.5, mostramos que, sob as quatro hipéteses RLS.1 a RLS.4, os estimadores de MQO
sdo nao-viesados. A hipétese fundamental € que o termo erro u tem média zero, dado qualquer valor
da varidvel independente x. Infelizmente, ha razdes para pensar que isso € falso em muitas aplica¢oes da
regressao simples nas ciéncias sociais, em que os fatores omitidos em u estéo freqiientemente corre-
lacionados com x. Quando adicionamos a hipétese de que a varidncia do erro, dado x, € constante, obti-
vemos formulas simples das variancias amostrais dos estimadores de MQO. Como vimos, a variincia
do estimador de inclinagio ,él cresce quando a varidncia do erro cresce, e ela decresce quando ha mais
variacao amostral na varidvel independente. Também derivamos um estimador ndo-viesado para
0% = Var(u).

Na Secdo 2.6, discutimos brevemente a regressao através da origem, cujo estimador de inclinagdo
¢ obtido sob a hipétese de que o intercepto € zero. As vezes, tal regressdo € iitil, mas ela nio aparece
com freqiiéncia em trabalhos aplicados.

Temos ainda muito trabalho por fazer. Por exemplo, ainda ndo sabemos como testar hipéteses
sobre os pardmetros populacionais, B, € B,. Assim, embora saibamos que o método MQO ¢, sob as
hipéteses RLS.1 a RLS.4, ndo-viesado para os parametros populacionais, ndo temos um modo de fazer
inferéncias sobre a populagdo. Outros tépicos, tais como a eficiéncia de MQO relativa a outros proce-
dimentos possiveis, também foram omitidos.

As questdes de intervalos de confianga, testes de hipéteses e eficiéncia também séo centrais para
a analise de regressido miiltipla. Como a maneira que construimos os intervalos de confianga e as esta-
tisticas de testes € muito similar para a regressio multipla — e porque a regressao simples é um caso
especial da regressdo multipla —, nosso tempo serd mais bem gasto se nos movermos para a regressao
multipla, que € muito mais aplicivel que a regressio simples. Nosso propésito, no Capitulo 2, foi fazer
voc€ pensar nas questdes que surgern na andlise econométrica dentro de uma estrutura clara e simples.

2.1 Seja filhos o nimero de filhos de uma mulher e educ os anos de educagio da mulher. Um mode-
lo simples que relaciona a fertilidade a anos de educagao é

filhos = B, + B,educ + u,

em que u € um erro nado-observavel.

(i) Que tipos de fatores estdo contidos em u? E provavel que eles estejam correlacionados com
o nivel de educagio?




60  Introducdo a Econometria — Editora Thomson

(i)) Uma andlise de regressao simples mostrara o efeito ceteris paribus da educagio sobre a fer-
tilidade? Explique.

2.2 No modelo de regressio linear simples y = + B,x + u, suponha que E(u#) # 0. Fazendo
8 ples y 0 1 P que Blx
o = E(u), mostre que o modelo pode sempre ser reescrito com a mesma inclinagao, mas com um
novo intercepto e erro, em que 0 novo erro tem um valor esperado zero.

2.3 A tabela seguinte contém as varidveis nmgrad (nota média em curso superior nos Estados
Unidos) e tac (nota do teste de avaliagdo de conhecimentos para ingresso em curso superior nos
Estados Unidos) com as notas hipotéticas de oito estudantes de curso superior. A nota nmgrad esta
baseada em uma escala de quatro pontos e foi arredondada para um digito apds o ponto decimal. A
nota tac baseia-se em uma escala de 36 pontos e foi arredondada para um nimero inteiro.

Estudante nmgrad tac
1 2,8 21
2 3,4 24
3 3,0 26
4 . 3,5 27
5 . 3,6 29
6 3,0 25
7 27 25
8 3,7 30

(i) Estime a relaci@o entre nmgrad e tac usando MQO; isto €, obtenha as estimativas de inter-
cepto e de inclinagdo da equagio

nmgrad = éo + Bltac.

Comente a diregdo da relagdo. O intercepto tem uma interpretagio ttil aqui? Explique. Qual
deveria ser o valor previsto de nmmgrad se a nota fac aumentasse em cinco pontos?

(if) Calcule os valores estimados ¢ os residuos de cada observacgio e verlﬁque que a soma dos
residuos € (aproximadamente) zero. -

(iii) Qual € o valor previsto de nmgrad quando tac = 20?

(iv) Quanto da variagdo de nmgrad dos 8 estudantes € explicada por tac? Explique.

2.4 Os dados do arquivo BWGHT.RAW contém dados de nascimentos por mulheres nos Estados
Unidos. As duas varidveis de interesse sao: a varidvel dependente, peso dos recém-nascidos em ongas*
(pesonas), e a varidvel explicativa, niimero médio de cigarros que a mae fumou por dia durante a gra-
videz (cigs). A seguinte regressio simples foi estimada usando dados de n = 1.388 nascimentos:

peSonas = 119,77 — 0,514 cigs

*

NT: 1 onga=31,10 g.
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(i) Qual € o peso de nascimento previsto quando cigs = 0? E quando cigs = 20 (um mago por
dia)? Comente a diferenga.

(i1) O modelo de regressdo simples necessariamente captura uma relagdo causal entre o peso de
nascimento da crianga e os habitos de fumar da mae? Explique.

(i11) Para prever um peso de nascimento de 125 ongas, qual deveria ser a magnitude de cigs?
Comente.

(iv) Qual a fracdo de mulheres na amostra que nfo fumaram enquanto estiveram gravidas? Isso
ajuda a reconciliar sua conclusio da parte (iii)?

2.5 Na fungio de consumo linear

cons = [§0 + élrend,

a propensdo marginal a consumir PMgC (estimada) € simplesmente a inclinagdo 3, enquanto a pro-
pensdo média a consumir PmeC € céns/rend = B /rend + B,. Usando as observacdes de renda e
consumo anuais de 100 familias (ambas medidas em délares), obteve-se a seguinte equagao:

céns = —124 84 + 0,853 rend
n = 100, R* = 0,692.

(1) Interprete o intercepto dessa equagdo e comente seu sinal e magnitude.
(ii) Qual € o consumo previsto quando a renda familiar € $ 30.000?
(iii) Com rend sobre o eixo de x, desenhe um grafico da PMgC e da PmeC estimadas.

2.6 Usando dados de casas vendidas em 1988 em Andover, Massachusetts [Kiel e McClain (1995)],

a equagdo seguinte relaciona os precos das casas (pre¢o) a distdncia de um incinerador de lixo recen-
temente construido (dis):

log(preco) = 9,40 + 0,312 log(dist)
n =135, R* = 0,162.

(i) Interprete o coeficiente de log(dist). O sinal dessa estimativa € o que vocé esperava?

(i) Vocé considera que a regressao simples oferece um estiador ndo-viesado da elasticidade cere-
ris paribus de preco em relagao a dist? (Pense na decisao da cidade sobre onde colocar o inci-
nerador.)

(iii) Quais outros fatores relativos a casas afetam seu prego? Eles poderiam estar correlaciona-
dos com a distancia do incinerador?

2.7 Considere a fungdo de poupanga

poup = B, + B,rend + u, u= Vrend e,

onde e € uma variavel aleatéria com E(e) = 0 e Var(e) = of. Assuma que e € independente de rend.
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()

(i)

(iii)

Mostre que E(u|rend) = 0, de modo que a hipétese de média condicional zero (hipdtese
RLS.3) €& satisfeita. [Sugestdo: se e € independente de rend, entdo E(e|rend) = E(e).]

Mostre que Var(u|rend) = o rend, de modo que a hip6tese de homoscedasticidade RLS.5
¢ violada. Em particular, a variincia de poup aumenta com rend. [Sugestdo: Var(e|rend) =
Var(e), se e e rend sdo independentes.]

Faga uma discussdo que sustente a hipitese de que a variancia da poupanga aumenta com a
renda da familia.

2.8 Considere o modelo de regressao simples padrao y = B, + B1x + u, sob as hipéteses RLS.1 a
RLS.4. Os estimadores usuais 3, € 3, sdo ndo-viesados para seus respectivos pardmetros populacio-
nais. Seja 3, o estimador de 3, obtido ao assumir que o intercepto € zero (veja a Segdo 2.6).

@)

(i)
(iii)

(iv)
2.9 (1)

(i)

(iii)

(iv)

Encontre E(ﬁl) em termos de x;, B, e B,. Verifique que , € ndo-viesado para 3, quando o
intercepto populacional (By) € zero. Ha outros casos em que 3, € ndo-viesado?

Encontre a variancia de §3,. + [Sugestdo: a varidncia ndo depende de 3]

Mostre que Var(B ) = Var(B) [Sugestdo: para qualquer amostra de dados, 2 x{2 = 2
i=1 i=1

(x; — x)’, com a desigualdade estrita preponderando, a ndo ser que X = 0.]
Comente a relagio entre viés e variancia, ao escolher entre 3, e ﬁ,.

Sejam B(, e Bl o intercepto ¢ a inclinag@o da regressao de y; sobre x;, usando n observagdes. Se-
jam ¢, e ¢, constantes, com ¢, # 0. Sejam ﬁ() e B~l o intercepto e a inclinagio da regressio
de ¢,y; sobre c,x;. Mostre que B, = (c\/cy) B, e BO = ¢ ﬁo, verificando as observac¢es
sobre as unidades de medida da Secdo 2.4. [Sugestdo: para obter B,, insira as transfor-
magdes de x e y em (2.19). Em seguida, use (2.17) para S, estando seguro de usar as trans-
formagoes de x e y e a inclinag¢do correta.]

Agora, sejam [3(, e B, os parametros estimados da regressao de (c, + y,) sobre (c2 + X;) (sem
qualquer restri¢do sobre ¢, ou ¢,). Mostre que B| B, e B(, B(, +c¢— ¢ B -

Agora, sejam B() e fB , as estimativas de MQO da regressio log(y;) sobre x;, para a qual deve-
mos assumir y; > 0 para todo i. Para ¢, > 0, seJam BO e BI 0 mtercepto e a inclinagdo da
regressdo de log(c,y,) sobre x;. Mostre que B| Bl e ,B(, log(c;) + ,80

Agora, assumindo que x; > 0 para todo , sejam B~o e B, o intercepto e a inclinagio da regres-
sdo de y; sobre log(c,x;). Como B, e B, comparam-se com o intercepto e a inclinagio da
regressdo de y; sobre log(x;)?

Minimizando a Soma dos Residuos Quadrados

Mostramos aqui que as estimativas de MQO BO e B, minimizam a soma dos residuos quadrados,
como afirmado na Se¢do 2.2. Formalmente, o problema € caracterizar as solugoes ﬁo e ﬁl para o pro-
blema de minimiza¢do
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min n
b b 2 o; — bo—blxi)z’

0°¥1 i=1

onde by e b, sdo argumentos dummies para o problema de otimizac¢do; por simplicidade, chame essa
funcdo Q(bgy,b,). De um resultado fundamental do célculo multivariado (veja Apéndice A, disponi-
vel no site de Thomson), uma condi¢io necessaria para ﬁo e , Tesolverem o problema de minimi-
zagao € que as derivadas parciais de Q(by.b,) em relagio a b, e b, devem ser zero quando avaliadas
com éo e é,: c?Q(BO,é,)/&bO =0e &Q(ﬁo,ﬁ,)/o'?b, = (). Usando a regra da cadeia do célculo, essas

duas equagdes tornam-se
22 O _Bo “ﬁAlxi) =0
i=1
~2 2 x,(; =By —Bx) = 0.
i=1

Essas duas equagdes sdo exatamente (2.14) e (2.15) multiplicadas por —2n e, portanto, sao solucio-
nadas pelos mesmos ﬁo e BI.

Como sabemos que, realmente, minimizamos a soma dos residuos quadrados? As condi¢des de
primeira ordem sdo necessdrias, mas nao sao suficientes. Uma maneira de verificar que minimiza-
mos a soma dos residuos quadrados é escrever, para qualquer b, e b,,

Qb,, b)) = E y; _Bo ~lei + (:éo = by + (Bl - bl)xi]2
i=1

i

x

[4; + (Bo — by + (Bl - bl)xi]Z

i=

T

]

’2,2 + n(Bo - bo)z + (Bl - bl)2 2 xiz + 2([;0 - b())(ﬁl —b) E Xpr
i=1 i=]1

i=1

onde usamos as equagdes (2.30) e (2.31). A soma dos residuos quadrados ndo depende de b, € b,
enquanto a soma dos tltimos trés termos pode ser escrita como

’E [(E() - b()) + (Bl - b])x,']2,
i=

como pode ser verificado diretamente por algebra. Visto que essa expressdo € uma soma de termos
quadrados, ela é maior que zero. Portanto, seu menor valor ocorre quando b, = §,€ b = (.
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Andlise de Regressao Multipla:
Estimacao

v

o Capitulo 2 aprendemos a usar a andlise de regressao simples para explicar uma varidvel depen-

dente y como fung¢io de uma tinica varidvel independente x. A desvantagem principal de usar a

andlise de regressdo simples em trabalhos empiricos € o fato de ser muito dificil obter conclu-
soes ceteris paribus sobre como x afeta y: a hipotese fundamental, RLS.3 — todos os outros fatores
que afetam y sdo nao-correlacionados com x —, € freqiientemente irreal.

A andlise de regressido miiltipla € mais receptiva a analise ceteris paribus, pois ela nos permite
controlar explicitamente muitos outros fatores que, de maneira simultanea, afetam a varidvel dependen-
te. Isso € importante tanto para testar teorias econdmicas quanto para avaliar efeitos da politica gover-
namental quando devemos nos basear em dados nido-experimentais. Como os modelos de regressao
multipla podem acomodar muitas varidveis explicativas que podem estar correlacionadas, podemos
esperar inferir causalidade nos casos em que a andlise de regressdo simples seria enganosa.

Naturalmente, se adicionarmos ao nosso modelo mais fatores que sdo tteis para explicar y. entio
mais da variagdo de y poderd ser explicada. Assim, a anélise de regressdo miltipla pode ser usada para
construir modelos melhores para prever a varidvel dependente.

Uma vantagem adicional da andlise de regressdao miiltipla € que ela pode incorporar, completa-
mente, relagdes de formas funcionais gerais. No modelo de regressio simples, somente a fungio de
uma varidvel explicativa pode aparecer na equagdo. Como veremos, o modelo de regressio multipla
permite muito mais flexibilidade.

A Secdo 3.1 introduz, formalmente, o modelo de regressao miltipla e, mais adiante, discute as van-
tagens da regressdo miultipla sobre a regressao simples. Na Secdo 3.2, demonstramos como estimar os
pardmetros do modelo de regressao miltipla por meio do método de minimos quadrados ordindrios. Nas
secoes 3.3, 3.4 e 3.5 descrevemos varias propriedades dos estimadores de MQO, incluindo a inexistén-
cia de viés e a eficiéncia.

O modelo de regressdo miltipla ainda € o veiculo mais extensamente usado da anélise empirica
em economia e em outras ciéncias sociais. Igualmente, o0 método de minimos quadrados ordindrios €
popularmente usado para estimar os pardmetros do modelo de regressdo miltipla.

3.1 FUNCIONALIDADE DA REGRESSAO MULTIPLA

Modelo com Duas Variaveis Independentes

Iniciaremos com alguns exemplos simples para mostrar como a anilise de regressdo miiltipla pode ser
usada para resolver problemas que nio podem ser resolvidos pela regressio simples.

64
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O primeiro exemplo € uma variagio simples da equagdo do salario introduzida no Capitulo 2 para
obter o efeito da educagéo sobre o saldrio-hora:

saldrioh = By + B,educ + B,exper + u, ‘ (3'.'1‘) |

em que exper representa anos de experiéncia no mercado de trabalho. Assim, saldrioh é determinado por
duas varidveis explicativas ou independentes, educagdo e experiéncia, e por outros fatores nao-observa-
dos, contidos em u. Basicamente, ainda estamos interessados no efeito de educ sobre saldrioh, manten-
do fixos todos os outros fatores que afetam saldrioh; isto €, estamos interessados no pardmetro 3.

Comparada com uma andlise de regressdo simples que relaciona saldrioh a educ, a equagido (3.1)
remove, efetivamente, exper do termo erro € a coloca explicitamente na equagdo. Como exper aparece
na equacao, seu coeficiente, 3,, mede o efeito ceteris paribus de exper sobre saldrioh, que também ¢
de algum interesse.

Nao surpreendentemente, assim como na regressdo simples, teremos de fazer hipéteses sobre
como u, em (3.1), estd relacionado as varidveis independentes, educ e exper. Entretanto, como vere-
mos na Se¢do 3.2, ha uma coisa da qual podemos estar seguros: visto que (3.1) contém a experiéncia
de modo explicito, seremos capazes de mensurar o efeito da educagdo sobre o salario horario, man-
tendo a experiéncia fixa. Na andlise de regressiao simples — que coloca exper no termo erro —, teria-
mos de assumir que experi€ncia € nao-correlacionada com educagio, uma hipétese t€nue.

Como segundo exemplo, considere o problema de explicar o efeito do gasto piiblico por estudan-
te (gasto) sobre a nota média padronizada (notmed) do ensino médio. Suponha que a nota média depen-
da do gasto publico, da renda familiar média (rendfam) e de outros fatores nao-observaveis:

notmed = B, + B,gasto + Byrendfam + u. (3.2) -

Para o propésito de anélise da politica governamental, o coeficiente de interesse € 8,, o efeito ceteris
paribus de gasto sobre notmed. Ao incluir rendfam explicitamente no modelo, somos capazes de con-
trolar seu efeito sobre notmed. Isso € provavelmente importante, pois a renda familiar média tende a
estar correlacionada com o gasto publico por estudante: os niveis de gasto piblico sdo, freqiientemen-
te, determinados tanto por impostos locais sobre a propriedade como sobre a renda. Na andlise de
regressdo simples, rendfam estaria incluida no termo erro, que estaria provavelmente correlacionado
com gasto, fazendo com que o estimador de 8, de MQO fosse viesado no modelo de duas varidveis.
Nesses dois exemplos similares, mostramos que outros fatores observaveis, além da varidvel de
interesse primordial [educ na equacdo (3.1) e gasto na equagdo (3.2)] podem ser incluidos em um
modelo de regressao. Em geral, podemos escrever um modelo com duas varidveis independentes como

y = Bo+ Bx; + Boxy T u, (3.3)

em que B, € o intercepto, 8, mede a variagdo em y com relagdo a x;, mantendo fixos outros fatores, €
B, mede a variacdo em y com relacdo a x,, mantendo outros fatores fixos.

A anilise de regressdo multipla também € 1til para generalizar relagdes funcionais entre variaveis.
Como exemplo, suponha que o consumo da familia (cons) € uma fun¢io quadratica da renda familiar

(rend):
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cons = B, + Byrend + Borend® + u,

em que u contém outros fatores que afetam o consumo. Nesse modelo, o consumo depende somente
de um fator observado, a renda; desse modo, pareceria que ele pode ser tratado dentro do arcabou-
co da regressdo simples. No entanto, esse modelo esta fora do padrio da regressdo simples, porque
ele contém duas funcdes da renda, rend e rend” (e, portanto, trés pardmetros: By, 8, € 8,)- Portanto,
a funcdo consumo € facilmente escrita como modelo de regressdo com duas varidveis, e fazendo x,
= rend ¢ x, = rend’.

Mecanicamente, ndo hd nenhuma diferenga em usar o método de minimos quadrados ordindrios
(introduzido na Secédo 3.2) para estimar equagdes tao diferentes como (3.1) e (3.4). Cada uma dessas
equagdes pode ser escrita como (3.3), que € tudo o que importa para os calculos. H4, entretanto, uma
diferenca importante em como interpretar os parametros. Na equagdo (3.1), 8, € o efeito coeteris pari-
bus de educ sobre saldrioh. O parametro 8, ndo tem tal interpretacao em (3.4). Em outras palavras,
ndo faz sentido medir o efeito de rend sobre cons mantendo, a0 mesmo tempo, rend? fixo, porque se
rend varia, entdo rend” deve variar! Em vez disso, a varia¢io no consumo com respeito a varia¢io na
renda — a propensdo marginal a consumir — € aproximada por

Acons
Arend =~ B, + 2B, rend

Para os célculos necessarios quanto a derivag¢ao dessa equacio, veja o Apéndice A, disponivel na pagi-
na do livro, no site www.thomsonlearning.com.br. Em outras palavras, o efeito marginal da renda sobre
o consumo depende tanto de 3, como de 3, e do nivel de renda. Esse exemplo mostra que, em qual-
quer aplicagio particular, as defini¢gdes das varidveis independentes sdo cruciais. Mas, para o desenvol-
vimento tedrico da regressdao multipla, podemos ser vagos com relagéo a tais detalhes. No Capitulo 6
estudaremos exemplos como esse de forma mais completa.

No modelo com duas varidveis independentes, a hipStese fundamental sobre como u esta relacio-
nadoax, e x, é

E(ulx;,x,) = 0. R

A interpretagdo da condigao (3.5) € similar a interpretagdo da hipé6tese RL.S.3 da andlise de regressio
simples. Ela significa que, para qualquer valor de x, e x, na populagdo, o fator nio-observavel médio
€ igual a zero. Assim como na regressdo simples, a parte importante da hipétese € que o valor espera-
do de u € o mesmo para todas as combinagdes de x, e x,; dizer que esse valor comum € zero estd longe
de ser uma hipétese, desde que o intercepto By esteja incluido no modelo (veja a Segdo 2.1).

Como podemos interpretar a hipétese de média condicional zero no exemplo anterior? Na equa-
¢do (3.1), a hipétese € E(uleduc,exper) = 0. Isso implica que outros fatores que afetam saldrioh nao
estdo, em média, relacionados a educ e exper. Portanto, se entendermos que aptidio inata € parte de u,
entdo precisaremos que os nivcis médios de aptiddo scjam os mesmos em todas as combinagdes de
educagao e experiéncia na populagdo que trabalha. Isso pode ou nao ser verdadeiro, mas, como vere-
mos na Seg¢do 3.3, essa € a questdo que precisamos fazer a fim de determinar se o método de minimos
quadrados ordindrios produz estimadores nao-viesados.

O exemplo que mede o desempenho dos estudantes [equacdo (3.2)] € similar a equagdo do sala-
rio. A hipétese de média condicional zero € E(u|gasto,rendfam) = 0, o que significa que os outros fato-
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- res que afetam as notas — caracteristicas das escolas e dos estudantes — s&o, em média, nio-relacio-

nados aos gastos puiblicos por estudante e a renda familiar média.

Um modelo simples para explicar as taxas de homicidio nas cidades (taxahom) em termos da probabilidade
de condenagao (prcond) e da duragdo média da sentenca (sentmed) é

taxhom = B, + B,prcond + B,sentmed + u.

Que fatores estdo contidos em u? Vocé entende ser provavel que a hipéfese (3.5) se mantenha?

Quando aplicada a fun¢do quadratica do consumo em (3.4), a hipétese da média condicional zero tem
uma mterpretagao ligeiramente diferente. A equacao (3.5), escrita literalmente, é E(ulrend rend”) = 0.
Como rend”> é conhecido quando se conhece rend, € redundante incluir rend® na esperanga:
E(u|rend,rend®) = 0 é 0 mesmo que E(u|rend) = 0. No hé problema em colocar rend? junto com rend
na esperanga quando expressamos a hipétese, mas E(u|rend) = 0 € mais conciso.

Modelo com k Variaveis Independentes

Como estamos no contexto da regressdo multipla, ndo ha necessidade de ficarmos com duas varijveis
independentes. A andlise de regressdo miiltipla permite que muitos fatores observados afetem y. No
exemplo do saldrio, poderiamos tamb€m incluir semanas de treinamento de trabalho, anos de perma-
néncia com o empregador atual, medidas de aptiddo e mesmo varidveis demograficas, como o nimero
de irmdos ou a educagdo da mae. No exemplo do gasto piiblico por estudante, poderiam ser incluidos
varidveis adicionais que medissem a qualidade dos professores e o tamanho das escolas.

O modelo de regressio linear miltipla geral (também chamado modelo de regressdo miltipla)
pode ser escrito, na populagao, como

y =B+ Bix; + Boxy + Baxs + .. + B + oy, (3.6)

onde B, € o intercepto, B, € o parimetro associado a x|, 3, € o pardmetro associado a x,, e assim por
diante. Como ha k varidveis independentes e um intercepto, a equagio (3.6) contém k + 1 pardmetros
(desconhecidos) populacionais. Para simplificar, algumas vezes vamos nos referir aos outros parime-
tros que nado o intercepto como parametros de inclinagao, ainda que, literalmente, nem sempre eles
tenham esse significado. [Veja a equagio (3.4), em que nenhum dos pardmetros, 8, e 3,, €, por si mes-
mo, uma inclinagdo, mas juntos determinam a inclinagdo da relagdo entre o consumo e a renda.]

A terminologia da regressdo muiltipla € similar aquela da regressdo simples e € apresentada na
Tabela 3.1. Exatamente como na regressdo simples, a varidvel 4 € o termo erro ou perturbacio. Ele
contém outros fatores, além de x|, x,, ..., x;, que afetam y. Nao importa quantas varidveis explicativas
incluimos em nosso modelo, pois sempre havera fatores que ndo podemos incluir, e eles estdo conti-
dos, coletivamente, em u.
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Tabela 3.1
Terminologia para a Regressdo Multipla
y X1y X2y eery X,
Varidvel Dependente Varidveis Independentes
Varidvel Explicada Varidveis Explicativas
Varidvel de Resposta Variaveis de Controle
Varidvel Prevista Varidveis Previsoras
Regressando Regressores

Ao aplicar o modelo de regressdo multipla geral, devemos saber como interpretar os parimetros.
Agora e nos capitulos subseqiientes vamos adquirir bastante pratica, mas € til, neste ponto, relembrar-
mos algumas coisas que j4 sabemos. Suponha que os saldrios (saldrio) dos diretores executivos este-
jam relacionados as vendas das empresas (vendas) € a perman€ncia dos diretores executivos nas empre-
sas (permceo) pela equagdo

log(saldrio) = B, + B,log(vendas) + B,permceo + Bypermceo® + u. (3.7)

Essa equagdo enquadra-se no modelo de regressdo miltipla (com k = 3) ao definirmos y = log(sald-
rio), x, = log(vendas), x, = permceo e x, = permceo®. Como sabemos do Capitulo 2, o parimetro 3,
é a elasticidade (ceteris paribus) de saldrio em relagdo a vendas. Se B = 0, entido 100 B, €&, aproxi-
madamente, 0 aumento percentual ceteris paribus em saldrio quando permceo aumenta em um ano.
Quando B, # 0, o efeito de permceo sobre saldrio € mais complicado. Postergaremos até o Capitulo &
um tratamento detalhado de modelos com termos quadraticos.

A equagio (3.7) fornece um lembrete importante sobre a andlise de regressao miiltipla. O termo
“linear” na expressdo “modelo de regressdo linear multipla” significa que a equagdo (3.6) € linear nos
pardmetros, B3;. A equagio (3.7) € um exemplo de modelo de regressdo multipla que, a0 mesmo tempo,
€ linear nos B; € € uma relagdo ndo-linear entre saldrio e as varidveis vendas e permceo. Muitas apli-
cagdes da regressdo multipla envolvem relagdes nao-lineares entre as varidveis subjacentes.

E facil expressar a hip6tese essencial para o modelo de regressao multipla geral em termos de uma
esperanga condicional:

E(u|x;, x5, ...y %) = 0. (3.8)

No minimo, a equagio (3.8) requer que todos os fatores no termo erro nio-observado sejam ndo-cor-
relacionados com as varidveis explicativas. Ela também significa que consideramos corrctamente a
relacdo funcional entre as varidveis explicada e as explicativas. Qualquer problema que faca com que
u seja correlacionado com qualquer variavel independente fazem com que (3.8) ndo seja vélida. Na
Secdo 3.3 mostraremos que a hipdtese (3.8) implica que o método MQO ¢ nio-viesado e derivaremos
o viés que surge quando uma varidvel-chave for omitida da equagdo. Nos capitulos 15 e 16 estudare-
mos outras razdes que podem fazer com que (3.8) ndo seja valida e mostraremos o que pode ser feito
nesses casos.
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3.2 MECANICA E INTERPRETACAO DOS MINIMOS QUADRADOS
ORDINARIOS

Vamos resumir, agora, algumas caracteristicas computacionais e algébricas do método de minimos
quadrados ordindrios, quando ele se aplica a um conjunto particular de dados. Discutiremos também
como interpretar a equagao estimada.

Obtencio das Estimativas de MQO

Vamos considerar, primeiramente, a estimagdo do modelo com duas varidveis independentes. A equa-
¢ao de MQO estimada € escrita de forma similar ao caso da regressdo simples:

¥ =Byt Byx, + By, (3.9)

onde éo ¢ a estimativa de B, [§ , € aestimativade B, e éz é a estimativa de 3,. Porém, como obtemos
BO, ﬁ, e Bz? O método de minimos quadrados ordinarios escolhe as estimativas que minimizam a
soma dos residuos quadrados. Isto €, dadas n observagdes de y, x| € x5, {(x;;, X0, ¥): i = 1,2, ..., n}, as
estimativas BO, B | € ﬁz s3o escolhidas, simultaneamente, para fazer com que a expressao

3 0,- By — Bix, — Byxy) (3.10)

i=1

tenha o menor tamanho possivel.
A fim de entender o que o meetodo MQO estd fazendo € importante dominar o significado da

indexagdo das varidveis independentes em (3.10). As varidveis independentes t€m, aqui, dois subscri-
tos: i seguido de 1 ou 2. O subscrito i refere-se a0 nimero da observagdo. Assim, a soma em (3.10)
contempla todas as observagdes de i = 1 a n. O segundo indice € simplesmente um método para dis-
tinguir as diferentes varidveis independentes. No exemplo que relaciona saldrioh a educ e exper, x;, =
educ; é a educacgio formal da pessoa i na amostra, € x;, = exper; € a experiéncia da pessoa i. A soma
dos residuos quadra- ‘

dos na equacio (3.10) é E (saldrio, ,B [§ educ; — B exper)2 No que vem a seguir, o subscrito i

€ reservado para indexar o numero da observagdo. Se escrevermos X,;, entdo isso significa a i-ésima
observacdo da j-ésima varidvel independente. (Alguns autores preferem mudar a ordem do nimero da
observagio e do nimero da varidvel, de modo que x,; € a observagdo i da varidvel um. Mas isso € ape-
nas um problema de gosto notacional.)

No caso geral com k varidveis mdependentes procuramos estimar BO, B,, . ék na equagio

$=B,+B,x, + Byxy + o + Bexye (3.11)

As k + 1 estimativas de MQO delas foram escolhidas para minimizar a soma dos residuos quadrados:

ﬁ: (y,' - éo - .él-x“ T e T Bk xik)z- (3.12)

i=1
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Esse problema de minimizag&o pode ser resolvido usando célculo multivariado (veja o Apéndice 3A,
disponivel no site da Thomson. Isso leva a k + 1 equagdes lineares com k + 1 estimadores BO, Bv . Bk
desconhecidos:

n

E(yi—'éo _élxil—"'—kaik)=O
i=1
.21 X, 0 — BAO - leil e ékxik) =0
2 X, 0, éo - élxil e T Bk X =0 (3.13)
i=1

c
2 X O éo _élxil e :ékxik) =0

i=1

Essas equagdes sdo,, chamadas freqiientemente de condig¢des de primeira ordem de MQO. Assim,
como no modelo de regressdo simples da Segdo 2.2, as condigdes de primeira ordem de MQO podem
ser obtidas pelo método dos momentos: sob a hipétese (3.8), E(u) = 0 e E(xu) = 0,ondej = 1, 2, ..., k.
As equagdes em (3.13) s3o contrapartidas amostrais desses momentos da populagio, embora tenhamos
omitido a divisdo pelo tamanho da amostra n.

Mesmo para n e k de tamanhos moderados, resolver as equacdes em (3.13) fazendo os cdlculos
manualmente € tedioso. N3o obstante, computadores modernos que processam programas padroes de
estatistica e econometria podem resolver essas equagdes com n e k grandes muito rapidamente.

Ha somente um pequeno aviso: devemos assumir que as equagdes em (3.13) podem ser resolvi-
das unicamente para os ,B Por enquanto, assumimos apenas isso, como € usualmente o casoc em modc-
los bem definidos. Na Segao 3.3 formulamos a hipStese necessaria para a existéncia de estimativas de
MQO tinicas (veja a hipétese RLM.4).

Como na andlise de regressdo simples, a equagio (3.11) é chamada reta de regressao de MQO
ou a funciio de regressdo amostral (FRA). Chamaremos (3, a estimativa de intercepto de MQO
e B, ..., B, de estimativas de inclinaciio de MQO (correspondentes as varidveis independentes x|,
Xy eeny X))

A fim de indicar que uma regressdo de MQO foi computada, escreveremos a equagdo (3.11) com
y e xy, ..., X; substituidos pelos seus nomes de varidvel (tais como saldrioh, educ € exper), ou diremos
que “rodamos uma regressio de MQO de y sobre x,, x», ..., x; ou que regredimos y sobre x, x,, ..., x;”.
Essas expressoes sdao modos de dizer que o método de minimos quadrados ordinarios foi usado para
obter a equagio de MQO (3.11). A ndo ser que afirmemos explicitamente, sempre estimaremos um
intercepto juntamente com as inclinagdes.

Interpretacao da Equacao de Regressao de MQO

Mais importante que os detalhes subjacentes a computagdo dos f; € a interpretagdo da equagio esti-
mada. Iniciaremos com o caso de duas varidveis independentes:

y= éo+ é[xl + .ézxz- " (3.14,
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O intercepto BO na equagio (3.14) € o valor previsto de y quando x; = 0 e x, = 0. As vezes, colocar x,
e x, iguais a zero € um cendrio interessante; em outros casos, isso ndo fara sentido. Nio obstante, para
obter uma previsao de y a partir da reta de regressdo de MQO, o intercepto sempre € necessario, como
(3.14) deixa claro.

As estimativas ﬁl e ﬁ2 tém interpretacdes de efeito parcial, ou ceteris paribus. Da equagio
(3.14), temos

Ay = B,Ax, + B,Ax

de modo que podemos obter a variacio prevista em y dadas as variages em x; € x,. (Observe que o
intercepto nao tem nada a ver com as variagdes em y.) Em particular, quando x, ¢ mantido fixo, de
modo que Ax, = 0, entdo

AS\) = Bleh

mantendo x, fixo. O ponto fundamental € que, ao incluir x, no nosso modelo, obtemos um coeficiente
de x,; com uma interpretagao ceteris paribus. Essa € a razdo de a andlise de regressao multipla ser tdo
util. Semelhantemente,

AS’ = BzAx.’Z’

mantendo x, fixo.

EXEMPLO 3.1
(Determinantes da Nota Média em Curso Superior nos Estados Unidos)

As variaveis do arquivo GPA1.RAW incluem a nota média em um curso superior (nmgrad), a nota média do
ensino médio (nmem) e a nota do teste de avaliacdo de conhecimentos para ingresso em curso superior
(tac) para uma amostra de 141 estudantes de uma grande universidade dos Estados Unidos; tanto nmgrad
como nmem est3o baseados em uma escala de quatro pontos. Obtemos a seguinte reta de regressao de
MQO para estimar nmgrad a partir de nmem e tac:

nmgrad = 1,29 + 0,453 nmem + 0,0094 rac. (3.15)

Como interpretamos essa equagdo? Primeiro, o intercepto de 1,29 € o valor previsto de nmgrad se tanto
nmem como tac forem iguais a zero. Como ninguém que freqiienta um curso superior teve nota média no
ensino médio igual a zero ou uma nota no teste de ingresso no curso superior igual a zero, o intercepto
nessa equacao nao é, por si mesmo, significativo.

As estimativas mais interessantes sao os coeficientes de inclinacdo de nmem e tac. Como espera-
do, ha uma relagdo parcial positiva entre nmgrad e nmem: mantendo tac fixo, um ponto adicional em
nmem esta associado a 0,453 de um ponto em nmgrad, ou quase meio ponto. Em outras palavras, se
escolhermos dois estudantes, A e B, e esses estudantes tiverem a mesma nota tac, mas nmem do-estu-
dante A é um ponto maior que a nmem do estudante B, prevemos que o estudante A tem nmgrad
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o 01 i
0,453 maior que nmgrad do estudante B. (Isso ndo diz nada sobre quaisquer duas pessoas reais, mas ¢ a

nossa melhor previsao.)

0 sinal tac implica que, mantendo nmem fixo, uma variagdo de 10 pontos na nota em tac — uma varia-
¢do muito grande, visto que a nota média na amostra é de cerca de 24, com um desvio-padrdo menor que
trés — afeta nmgrad em menos de um décimo de um ponto. Esse é um efeito pequeno e sugere que, uma
vez considerada 0 nmem, a nota do tac ndo é um forte previsor de nmgrad. (Naturalmente, ha muitos outros
fatores que contribuem para nmgrad, mas aqui estamos enfatizamos as estatisticas disponiveis de estudan-
tes do ensino médio.) Posteriormente, apés discutirmos a inferéncia estatistica, mostraremos que o coeficien-
te de tac ndo é somente pequeno na pratica, mas ele também é estatisticamente nao significante.

Se colocarmos o foco na analise de regressao simples relacionando somente nmgrad e tac, obtemos

nmgrad = 2,40 + 0,0271 tac;
assim, o coeficiente tac é quase trés vezes maior que a estimativa em (3.15). No entanto, essa equagao nao

nos permite comparar duas pessoas com o mesmo nmem; ela corresponde a um experimento diferente. Mais
adiante, falaremos mais sobre as diferencas entre as regressdes multipla e simples.

O caso com mais de duas variaveis independentes € similar. A reta de regressdao de MQO ¢
y=By+ Byx, + Byx, + . + Box,. (3.16}
Escrita em termos de variagdes,
Aj = B, Ax, + Bohe, + .. + B, Ax,. (3.17}

O coeficiente de x, mede a varia¢do em y devido a um aumento de uma unidade em x,, mantendo todas
as outras varidveis independentes fixas. Isto €,

Ay = B, Axy, (3.18)

mantendo x,, X, ..., X; fiXxos. Assim, controlamos as varidveis x,, Xs, ..., X; a0 estimar o efeito de x,
sobre y. Os outros coeficientes tém uma interpretacio similar.
O exemplo seguinte contém trés varidveis independentes.

EXEMPLO 3.2 ‘
(Equacao do Salario Horario)

Usando as 526 observacdes de trabalhadores do arquivo WAGE1.RAW, incluimos educ (anos de educagdo
formal), exper (anos de experiéncia no mercado de trabalho) e perm (anos com o empregador atual) na
equacao que explica log(saldrioh). A equacdo estimada é
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;£EXEMPLO 3.2 (continuagio)

log(saldrioh) = 0,284 + 0,092 educ + 0,0041 exper + 0,022 perm. (3.19)

Como no caso da regressao simples, os coeficientes t&m uma interpretacdo de percentagem. A Unica dife-
renca € que eles também tém uma interpretagao ceteris paribus. O coeficiente 0,092 significa que, manten-
do exper e perm fixos, um ano a mais de educagéo formal aumenta o valor esperado de log(salarioh) em
0,092, 0 que se traduz em um aumento aproximado de 9,2% [100(0,092)] em sal4rioh. Alternativamente,
se considerarmos duas pessoas com 0s mesmos niveis de experiéncia e permanéncia no trabalho, o coefi-
ciente de educ € a diferenca proporcional no salario hordrio previsto quando seus niveis de educacao dife-
rem em um ano. Essa medida de retorno da educagdo mantém fixos ao menos dois importantes fatores de
produtividade; saber se ela é uma boa estimativa do retorno ceteris paribus de mais um ano de educaco
formal requer que estudemos as propriedades estatisticas de MQO (veja a Se¢do 3.3).

Sobre o Significado de "Manter Outros Fatores Fixos” na Regressao
Miiltipla

Como a interpretagio de efeito parcial dos coeficientes de inclinagio na analise de regressdo miiltipla
pode causar alguma confus@o, assim, vamos tentar impedir o surgimento desse problema agora.

No Exemplo 3.1, observamos que o coeficiente tac mede a diferenca prevista em ningrad, man-
tendo nmem fixo. O poder da andlise de regressdo miltipla é que ela proporciona uma interpretagio
ceteris paribus mesmo que os dados ndo sejam coletados de uma maneira ceteris paribus. Ao dar ao
coeficiente de tac uma interpretacdo de efeito parcial, pode parecer que, realmente, saimos a campo e
extraimos amostras compostas de pessoas com a mesma nmem e, possivelmente, com diferentes notas
do rac. Isso nao € verdade. Os dados sdo uma amostra aleatéria de uma universidade grande: nio
ha restri¢des colocadas sobre os valores amostrais de nmem ou tac na obtengdo dos dados. De fato,
raramente temos o luxo de manter certas varidveis fixas na obten¢do de nossa amostra. Se pudéssemos
coletar uma amostra de individuos com a mesma nmem, entdo podéeriamos realizar uma anilise de
regressdo simples relacionando nmgrad a tac. A regressao multipla nos permite, efetivamente, simular
essa situagdo sem restringir os valores de quaisquer varidveis independentes.

O poder que a andlise de regressdo miiltipla tem € que ela nos permite fazer, em ambientes nio-
experimentais, o que os cientistas naturais sdo capazes de fazer em um ambiente controlado de labora-
tério: manter outros fatores fixos. '
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Variacao de mais de uma Variavel Independente Simultaneamente

As vezes, queremos variar mais que uma varidvel independente ao mesmo tempo para encontrar o
efeito resultante sobre a varidvel dependente. Isso € facilmente feito usando a equagio (3.17). Por
exemplo, na equagio (3.19), podemos obter o efeito estimado sobre saldrioh quando um individuo
permanece na mesma empresa por mais um ano: ambos exper (experiéncia geral da forga de traba-
1ho) e perm aumentam em um ano. O efeito total (mantendo educ fixo) é

ST AT T e .

Alog(saldrioh) = 0,0041 Aexper + 0,022 Aperm = 0,0041 + 0,022 = 0,0261,
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ou cerca de 2,6%. Como exper e perm aumentam, cada um, em um ano, apenas somamos os coeficien-
tes de exper e perm e multiplicamos por 100 para converter o efeito em uma percentagem.

Valores Estimados e Residuos de MQO

Ap6s obter a reta de regressio de MQO (3.11), podemos obter um valor ajustado ou predito para cada
observagdo. Para a observagao Z, o valor ajustado € simplesmente

Yi=Bot Bixy t Byxyy + o+ By, (3.20)

que € exatamente o valor previsto obtido inserindo os valores das varidveis independentes da observagao
i na equagdo (3.11). Ao obter os valores estimados, nao devemos esquecer do intercepto; de outro modo,
a resposta pode ser muito-equivocada. Como exemplo, se em (3.15) nmem; = 3,5 e tac; = 24, nmgrad, =
1,29 + 0,453(3,5) + 0,0094(24) = 3,101 (arredondado em trés ¢asas apds o decimal).

Normalmente, para qualquer observacao i, o valor real y; ndo se iguala ao valor previsto, y.. O
método de MQO minimiza o erro quadrado médio de previsdo, que ndo diz nada sobre o erro de pre-
visdo de qualquer observagdo especifica. O residuo da observagao i € definido exatamente como no
caso da regressao simples,

B =yi =y (3.21)

Ha um residuo para cada observagio. Se i1, > 0, entdo y, estd abaixo de y;, o que significa que, para
essa observacdo, y; € subestimado. Se i, < 0, entdo y; < y, e y; € superestimado.

Os valores estimados de MQO e os residuos t€m algumas propriedades importantes que sao exten-
sdes imediatas do caso da varidvel tnica:

1. A média amostral dos residuos € zero.
2. A covaridncia amostral entre cada variavel independente e os residuos de MQO ¢€ zero.
Conseqiientemente, a covariancia amostral entre os valores estimados de MQO e os residuos
de MQO € zero. N
3. (? ponto (X,, fp .., X, y) €std sempre sobre a reta de regressdo de MQO: y = g, + B, x, +
B,x, + ..+ B.x.
As duas primeiras propriedades sdo conseqiiéncias imediatas do conjunto de equagdes usadas para
obter as estimativas de MQO. A primeira equagio em (3.13) diz que a soma dos residuos € zero. As
n

equacdes restantes sdo da forma Exl.jﬁ,. = 0, implicando que cada varidvel independente tem cova-

1=
ridncia amostral zero com . A Propriedade 3 decorre imediatamente da Propriedade 1.

No Exemplo 3.1, a reta estimada de MQO que explica nmgrad em termos de nmem ¢é

ningrad = 1,29 + 0,453 nmem + 0,0094 tac.

Se nmem médio é de cerca de 3,4 e a nota média do tac estd em torno de 24,2, qual é o nmgrad médio
na amostra?
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Interpretacao de “Parcialidade” da Regressao Miltipla

Ao aplicar o método MQO, ndo precisamos saber as férmulas explicitas dos [§j que solucionam o sis-
tema de equacdes em (3.13). Entretanto, para certas derivagdes, precisamos de férmulas explicitas dos
B Essas férmulas também ajudam a esclarecer o funcionamento de MQO.

Considere, uma vez mais, 0 caso com k = 2 varidveis independentes, em que y BO + B x, +
B2 x,. Para uma idéia mais concreta, vamos enfatizar B, Um modo de expressar Bl

Bl = (i ﬁ'l%’)/(i ;',%>, (3.22)

i=1 i=1

onde os r,, so os residuos de MQO de uma regressao simples de x, sobre x,, usando a amostra a
mao. Regredimos nossa primeira varidvel independente, x,, sobre nossa segunda varidvel indepen-
dente, x-, e, em seguida, obtemos os residuos (v ndo desempenha nenhum papel aqun) A equagao
(3.2) mostra que podemos portanto, fazer uma regressdo simples de y sobre 7, para obter B|
(Observe que os residuos 7, tém uma média amostral zero, e assim ,Bl ¢ a estimativa de inclinag¢do
usual da regressao 51mples.)

A representagdo da equagdo (3.22) da outra demonstragao da interpretagdo do efeito parcial de ,é].
Os residuos 7, s@o a parte de x;; que & ndo-correlacionada com x,,. Outro modo de dizer isso € que 7,
é x;, apés o efeito de x5 ter sido isolado, ou deduzido. Assim, j3 | mede a relagdo amostral entre y € x,
apos x, ter sido imparcializado.

Na andlise de regressdo simples, ndo hd parcializagao de outras varidveis, porque outras varidveis
nao estdo incluidas na regressdo. O Problema 3.17 o conduzird, passo a passo, pelo processo de par-
cializagdo usando os dados de saldrios do Exemplo 3.2. Para propdsitos praticos, o importante € que B],

na equagio y = ,30 + [3,,\, + ﬁ X>, mede a variagdo em y, dado um aumento de uma unidade em
X, mantendo x, fixo.

No modelo geral com k varidveis explicativas, 8, pode ainda ser escrito como na equagio (3.22),
mas os residuos r,, vém da regressdo de x, sobre x,, ..., x;. Assim, 8, mede o efeito de x; sobre y apés
Xq, ...y X;, terem sido isolados ou deduzidos.

Comparacao das Estimativas das Regressoes Simples e Multipla

Ha dois casos especiais em que tanto a regressao simples de y sobre x; como a regressao de y sobre x,
e x, produzirio a mesma estimativa de MQO de x,. Para maior precisdo, escreva a regressao snmpleq
de y sobre x; como y = ,BU + ,B] X, € escreva a regressdo miiltipla como y = [30 + B]x, + Bq Xa.
Sabemos que o coeficiente da regressdo simples B] nio se 1guala geralmente ao coeficiente da regres-
sdo multipla B, Acontece que h4 uma relagdo simples entre B € ,BI, que permite comparagdes interes-
santes entre as regressdes simples e miiltipla:

B= .+ .5,

em que §, € o coeficiente de inclinagdo da regressdo simples de x;, sobre x;), i = 1, ..., n. Essa equa-

¢ao mostra como ,é, difere do efeito parcial de x, sobre y. O termo que pode causar confusio é o efei-
to parcial de x, sobre y multiplicado pela inclina¢do da regressdo amostral de x, sobre x,. (Veja a Secdo
3A.4, no apéndice do capitulo, disponivel no site da Thomson, para uma verificacio mais geral.)
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A relagio entre 3, e 3, também mostra que hd dois casos distintos em que eles sdo iguais:

1. O efeito parcial de x, sobre y € zero na amostra, isto &, 3, = 0.
2. x; e x, sdo ndo-correlacionados na amostra, isto €, 8, = 0.

Ainda que as estimativas das regressdes muiltipla e simples quase nunca sejam idénticas, podemos
usar a formula anterior para caracterizar o motivo pelo qual elas deveriam ser muito diferentes ou bas-
tante similazes. Por exemplo, se Bz € pequeno, deverfamos esperar que as estimativas das regressoes
intltipla ¢ «imples de 3, sejam semelhantes. No Exemplo 3.1, a correlagcdo amostral entre nmem e tac
€ de cerca de 0,346, o que ndo € uma correlagdo trivial. Porém, o coeficiente de tac € razoavelmente
pequieno. Nio ¢ surpreendente descobrir que a regressdo de nmgrad sobre nmem prodhz uma estimati-
va de inclinacin de 0,482, ndo € muito diferente da estimativa de 0,453 em (3.15).

HXEMPLO 3.3
{Participacdo nos Planos de Pensao 401 (k))

Vamos usar os dados do arquivo'em 401K.RAW para estimar o efeito de uma taxa de contribuicdo para um
plan. {v.0.0..0:¢) sobre a taxa de participagdo (taxap) dos trabalhadores nos planos de pensao de contribuicdo
definida evistentes nos Estados Unidos. A taxa de contribuicao é a quantidade com a qual a firma contribui
pata u fundo de trabalhadores, para cada dolar de contribuicdo do trabalhador (até certo limite); assim,
taxcont - <, 75 significa que a firma contribui com 75 centavos de délar para cada délar contribuido pelo
Urabainados /A taxa de participagdo é a percentagem de trabalhadores habilitados a ter uma conta no plano
de pensan. A varidvel idade € a idade do plano de pensdo. Ha 1.534 planos no banco de dados, a taxap
inédia » ¢7.39, a taxcont média € 0,732 e a idade média é 13,2.
Tegiedindo taxap sobre taxcont e idade resulta na equacao

taxap = 80,12 + 5,52 taxcont + 0,243 idade. (3.23)

Assiin, taxcont e idade tém os efeitos esperados. O que aconteceria se ndo controlassemos a variavel idade?
0O efeno estimado de idade nao é trivial, e portanto poderiamos esperar uma variagdo grande no efeito esti-
mado de taxcont se idade fosse excluida da regressao. Entretanto, a regressdo simples de taxap sobre tax-
cont produz taxap = 83,08 + 5,86 taxcont. A estimativa de regresséo simples do efeito de taxcont sobie
Livap -, clarainenie, diferente da estimativa de regressao mdiltipla, mas a diferenca nao é muito grande. (A
estiniaiivg da regressao simples é somente cerca de 6,2% maior que a estimativa da regressao mdltipla.) Isso
pody ser expiieado pelo fato de a correlagdo amostral entre taxcont e idade ser somente de 0,12,

[¥o casu coin k varidveis independentes, a regressio simples de y sobre x, € a regressao multipla
de v enbre vy, .., X, produzem uma estimativa idéntica de x; somente se: (1) os coeficientes de MQO
de v atd s forrm todos zero ou (2) x, for ndo-correlacionado com cada um dos x,, ..., x;. Na prética,
nenhuma dessas possibilidades € muito provavel. Porém, se os coeficientes de x5 até x; forem peque-
aosoon as coelnedes amostrais entre x; e as outras varidveis independentes forem pouco substanciais,
entao as estualivas das regressdes simples e multiplas do efeito de x; sobre y podem ser similares.



Wooldridge Capitulo 3  Andlise de Regressdo Miltipla: Estimacdo 77

Grau de Ajuste

Assim como na regressao simples, podemos definir a Soma dos Quadrados Total (SQT), a Soma dos
Quadrados Explicada (SQE) e a Soma dos Quadrados dos Residuos ou Soma dos Residuos Qua-
drados (SQR) como

n

SQT = 2 ;¥ (3.24)

SQE= 3 (5, ~ ) (3.25)
i=1

SQR = 3 2. (3.26)

i=1

Usando o mesmo argumento utilizado no caso da regressao simples, podemos mostrar que
SQT = SQE + SQR. | (3.27)

Em outras palavras, a variagdo total em {y;} € a soma das variagdes totais em { v}eem {4}
Assumindo que a variagio total em y ndo € zero — como € 0 caso, a ndo ser que y; seja constan-
te na amostra —, podemos dividir (3.27) por SQT para obter

SQR/SQT + SQE/SQT = 1.

Exatamente como no caso da regressdo simples, o R-quadrado € definido como
R?> = SQE/SQT = 1 — SQR/SQT, (3.28)

e € interpretado como a proporgao da variagdo amostral em y; que € explicada pela reta de regressao de
MQO. Por defini¢do, R* ¢ um nimero entre zero e um.

Pode-se também mostrar que R* € igual ao quadrado do coeficiente de correlagio entre os valores
reais y; real e os valores estimados y, ajustado. Isto €,

n _\2
(2 (y; = 0~ 9))

i=1

(i O, —i>2)<i G, —§)2>

i=1 i=1

R?= (3.29)

[Inserimos a média de y, em (3.29) por coeréncia com a férmula do coeficiente de correlagao; sabe-
mos que essa média € igual a y, porque a média amostral dos residuos € zeroe y; = y, + #,.]

Um fato importante sobre R> ¢ que ele nunca diminui, e geralmente aumenta, quando outra
varidvel independente é adicionada a regressdo. Esse fato algébrico ocorre por definigdo, pois a
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soma dos residuos quadrados nunca aumenta quando regressores adicionais sdo acrescentados ao
modelo.

O fato de que R” nunca diminui quando gualquer varidvel for adicionada a uma regresséo faz dele um
instrumento fraco para decidir se uma varidvel ou diversas varidveis deveriam ser adicionadas ao modelo.
O fator que deve determinar se uma varidvel explicativa pertence a um modelo € se a varidvel explicativa
tem, na populagdo, um efeito parcial sobre y diferente de zero. No Capitulo 4, quando cobrirmos a infe-
réncia estatistica, mostraremos como testar essa hipétese. Veremos também que, quando usado apropria-
damente, R permite-nos festar um grupo de varidveis com a finalidade de ver se ele é importante para
explicar y. Por enquanto, usaremos R’ como uma medida do grau de ajuste para um dado modelo.

EXEMPLO 3.4

(Determinantes de nmgrad)

Da regressdo de nmgrad que fizemos anteriormente, a equagdo com R® é

nmgrad = 1,29 + 0,453 nmem + 0,0094 tac
n =141, R* = 0,176.

Isso significa que nmen e tac explicam, juntos, cerca de 17,6% da variagdo em nmgrad da amostra de estu-
dantes. Isso pode ndo parecer uma percentagem alta, mas devemos nos lembrar de que ha muitos outros
fatores — incluindo formac3o da familia, personalidade, qualidade da educacdo do ensino médio, afinidade
com o curso escolhido — que contribuem para o desempenho dos estudantes. Se nmem e tac explicassem
quase toda a variagdo em nmgrad, entdo o desempenho no curso superior seria predeterminado pelo
desempenho no ensino médio!

EXEMPLO 3.5
(Explicando os Registros de Prisoes)

0 arquivo CRIME1.RAW contém dados de prisGes durante o ano de 1986 e outras informagbes sobre 2.725
homens nascidos em 1960 ou 1961 na Califérnia. Cada homem na amostra foi preso pelo menos uma vez antes
de 1986. A varidvel npre86 é o nlimero de vezes que determinado homem foi preso em 1986: ela é zero para
muitos homens da amostra (72,29%), e varia de 0 a 12. (A percentagem de homens presos uma vez em 1986
foi de 20,51%.) A variavel pcond é a proporcdo (ndo a percentagem) de prisdes anteriores a 1986 que leva-
ram a condenagao, sentmed é a duracdo média da sentenga cumprida por condenagdo prévia (zero para mui-
tas pessoas), ptemp86 sao 0s meses passados na prisao em 1986 e empr86 é o nimero de trimestres duran-
te 0 qual determinado homem ficou empregado em 1986 (de zero a quatro).
Um modelo linear explicando as prisGes é

npre86 = B, + B,pcond + B,sentmed + Baptemp86 + B,empr86 + u,

om que pcond é uma variavel (proxy) da probabilidade de um homem ser condenado por um crime, e sent-
i1.ed é uma medida do rigor esperado da pena, em caso de condenagao. A varidvel ptemp86 captura o efei-
10 de confinamento do crime: se um individuo esta na prisdo, ele ndo pode ser preso por um crime fora da
prisao. As oportunidades no mercado de trabalho sdo capturadas grosseiramente por empr86.

Primeiro, estimamos o modelo sem a variavel sentmed. Obtemos
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% EXEMPLO 3.5 (continuagéio)

npre86 = 0,712 — 0,150 pcond — 0,034 ptemp86 — 0,104 empr86
n = 2.725,R* = 0,0413.

Essa equagao diz que, como um grupo, as trés variaveis pcond ptemp86 e empr86 explicam cerca de 4,1%
da variagcdo em npre86.

Cada um dos coeficientes de inclinagdo de MQO tem o sinal esperado. Um aumento na propor¢do de
condenagdes diminui o nGimero previsto de prisdes. Se aumentarmos pcond em 0,50 (um aumento grande
na probabilidade de condenagéo), entdo, mantendo os outros fatores fixos, Anpre86 = —0,150(0,50) =
—0,075. Isso pode parecer pouco usual, porque uma prisdo nao pode ser uma fragdo. No entanto, podemos
usar esse valor para obter a variagdo prevista das prisdes esperadas de um grande grupo de homens. Por
exemplo, entre cem homens, a queda esperada de prisdes quando pcond aumenta em 0,50 é —7,5.

Semelhantemente, um periodo de prisdo mais longo leva a um nimero previsto menor de prisées. De
fato, se ptemp86 aumenta de 0 para 12, as prisdes previstas para um determinado homem diminuem em
0,034(12) = 0,408. Um trimestre a mais no qual o emprego legal é informado diminui as prisdes esperadas
em 0,104, o que significaria 10,4 prisGes entre cem homens.

Se sentmed for adicionado ao modelo, sabemos que R? aumentara. A equagdo estimada é

npre86 = 0,707 — 0,151 pcond + 0,0074 sentmed — 0,037 ptemp86 — 0,103 empr86
n = 2.725, R* = 0,0422.

Assim, ao adicionar a variavel sentenca média, R? aumenta de 0,0413 para 0,0422, um efeito praticamente
insignificante. O sinal do coeficiente de sentmed também é inesperado: ele diz que uma duragdo mais longa
da sentenca média aumenta a atividade criminal.

’
e

O Exemplo 3.5 merece uma palavra final de cautela. O fato de as quatfo varidveis explicativas
incluidas na segunda regressio explicarem somente 4,2% da variagcdo em npre86 nio necessariamente
significa que a equagdo € initil. Ainda que, coletivamente, essas varidveis ndo expliquem muito da
varia¢do nas prisdes, € possivel que as estimativas de MQO sejam estimativas confidveis dos efeitos
ceteris paribus de cada varidvel independente sobre npre86. Como veremos, se esse for o caso, isso
ndo depende, diretamente, do tamanho do R Em geral, um R’ baixo indica que & dificil prever resul-
tados individuais sobre y com muita precisdo, algo que estudaremos com mais detalhes no Capitulo 6.
No exemplo da prisido, o R? pequeno reflete algo sobre o qual suspeitamos nas ciéncias sociais: geral-
mente, € muito dificil prever o comportamento individual.

Regressao através da Origem

Algumas vezes, uma teoria econdmica, ou o senso comum, sugere que 3, deveria ser zero, e por 1550
devemos mencionar, brevemente, a estimagao de MQO quando o intercepto € zero. Especificamente,
vamos agora buscar uma equagao da forma

5=B,x, + Byx, + . + B (3.30)

em que o simbolo grafico “~” sobre as estimativas € utilizado para distingui-las das estimativas de MQO
obtidas juntamente com o intercepto [como em (3.11)]. Em (3.30), quandox; = 0,x, =0, ..., x, = 0,0
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valor previsto € zero. Nesse caso, diz-se que [§ e [:ik sdo as estimativas de MQO da regressdo de y
sobre x,, x,, ..., X, através da origem.

As estimativas de MQO em (3.30), como sempre, minimizam a soma dos residuos quadrados, mas
com o intercepto igualado a zero. Vocé deve estar prevenido de que as propriedades de MQO que deri-
vamos anteriormente ndo se mantém mais para a regressio através da origem. Em particular, os residuos
de MQO nZo t€ém mais uma média amostral zero. Alem disso, se R for definido como 1 — SQR/SQT,
em que SQT estd dado em (3.24) e SQR € agora 2 O — ,3I g e ,Bk ik)z, entdo R* pode ser, de

i=1

fato, negativo. Isso significa que a média amostral, y, “explica” mais da variagao em y; do que as vari-
veis explicativas.

Devemos incluir um intercepto na regressao ou devemos concluir que as varidveis explicativas
explicam fracamente y. A fim de sempre ter um R-quadrado ndo-negativo, alguns economistas prefe-
rem calcular R* como o quadrado do coeficiente de correlagio entre os valores reais € estimados de y,
como em (3.29). (Nesse caso, o valor estimado médio deve ser calculado diretamente, ja que ele ndo ¢
mais igual a y.) Entretanto, ndo h4 um conjunto de regras sobre como calcular o R-quadrado para a
regressao através da origem.

Uma desvantagem séria com a regressdo através da origem € que, se o intercepto B, for diferente
de zero no modelo populacional, entdo os estimadores dos pardmetros de inclinagio serdo viesados. O
viés pode ser severo em alguns casos. O custo de estimar um intercepto quando B, € realmente zero é
que as varidncias dos estimadores de inclinagdo de MQO sio maiores.

3.3 O VALOR ESPERADO DOS ESTIMADORES DE MQO

Vamos nos voltar, agora, para as propriedades estatisticas do método de MQO, para estimar os pari-
metros de um modelo da populagio subjacente. Nesta se¢fo, derivamos o valor esperado dos estima-
dores de MQO. Em particular, formulamos e discutimos quatro hipéteses, que sio extensdes dirctas
das hipéteses do modelo de regressao simples, sob as quais os estimadores de MQO sio estimadores
nao-viesados dos pardmetros da populagio. Também obtemos explicitamente o viés em MQO, quando
uma variavel importante for omitida da regressao.

Vocé deve lembrar que propriedades estatisticas nio tém nada a ver com uma amostra particular,
mas sim, mais precisamente, com a propriedade dos estimadores quando a amostragem aleatéria € feita
repetidamente. Assim, as segdes 3.3, 3.4 e 3.5 sdo um pouco abstratas. Apesar de darmos exemplos de
derivacdo do viés de modelos especificos, ndo € significativo falar sobre as propriedades estatisticas de
um conjunto de estimativas de uma Unica amostra.

A primeira hipétese que vamos fazer define, simplesmente, o modelo de regressio linear miultipla

(RLM).

HIPOTESE RLM.1 (LINEAR NOS PARAMETROS)
O modelo na populagao pode ser escrito como

y=Bo+ Bix; + Boxy + .+ B +ou, (3.31)

em que Bg, By, ..., B« 530 05 parametros desconhecidos (constantes) de interesse, € u € um erro aleatdrio
nao-observavel ou um termo de perturbacao aleatdria.
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A equagdo (3.31) especifica, formalmente, o modelo populacional, algumas vezes chamado
modelo verdadeiro, para considerar a possibilidade de podermos estimar um modelo diferente de
(3.31). A caracteristica fundamental € que o modelo € linear nos pardmetros 3,, B, ..., 8;. Como sabe-
mos, (3.31) é bastante flexivel, pois y e as varidveis independentes podem ser fungdes arbitrdrias de
varidveis subjacentes de interesse, como os logaritmos naturais e os quadrados [veja, por exemplo, a
equacao (3.7)].

HIPOTESE RLM.2 (AMOSTRAGEM ALEATORIA)

Temos uma amostra aleatdria de n observagoes, {(x;1,Xi, ..., Xi.¥): i = 1,2,...,n}, do modelo populacional des-
crito por (3.31).

As vezes, precisamos escrever a equacdo de uma observagdo particular i: para uma observacgio
extraida aleatoriamente da populagdo, temos

Vi=Byt+ B, x;, +Byx, + ..+ Bx, +u. (3.32)

Lembre-se de que i refere-se a observagao, enquanto o segundo subscrito em x € o nimero da varidvel.
Por exemplo, podemos escrever uma equagéo do saldrio de diretores executivos para um diretor execu-
tivo especifico particular i como

log(saldrzo) BO + B,log(vendas;) + B, permceo; + Bsperceo? + u,. (3.33)

O termo u; contém os fatores ndo-observaveis para o diretor executivo i que afetam seu saldrio. Nas
aplicagdes, € usualmente mais fécil escrever o modelo na forma populacional, como em (3.31). Ela ¢
menos desordenada e enfatiza que estamos interessados em estimar a relagdo populacmnal

A luz do modelo (3.31), os estimadores de MQO B(,, Bl , Bz, - ﬁ,\ da regressao de y sobre x|, ...,
x, sdo agora considerados estimadores de 8, i, ..., 8. Vimos, na Se¢do 3.2, que MQO escolhe as
estimativas de uma amostra particular, de modo que os residuos sejam, em média, iguais a zero e a
correlacdo amostral entre cada variavel independente e os residuos seja zero. Para que MQO seja nao-
viesado, € preciso que a versdo populacional dessa condigio seja verdadeira.

HIPOTESE RLM.3 (MEDIA CONDICIONAL ZERO)
0 erro u tem um valor esperado igual a zero, dados quaisquer valores das variaveis independentes. Em outras
palavras,

E(ulx,,x,, ....,x) = 0. (3.34)

-

Uma maneira como a hipétese RLM.3 pode ser violada € quando a relagdo funcional entre as
varidveis explicadas e explicativas estd mal-especificada na equacdo (3.31): por exemplo, se esquece-
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mos de incluir o termo quadratico rend” na funcdo consumo cons = B, + B,rend + Borend® + u
quando estimamos o modelo. Outra forma funcional mal-especificada ocorre quando usamos o nivel
da varidvel e, de fato, € o log da varidvel que aparece no modelo populacional, ou vice-versa. Por exem-
plo, se 0 modelo verdadeiro tiver log(saldrio) como varidvel dependente, mas usarmos saldrio como
varidvel dependente em nossa analise de regressao, entdo os estimadores serdo viesados. Intuitiva-
mente, isso deveria ser muito claro. No Capitulo 9 discutiremos maneiras de detectar a md especifica-
¢do da forma funcional.

Omitir um fator importante que estd correlacionado com qualquer uma das varidveis x;, X, ..., Xx
faz com que a hipétese RLM.3 também néo se sustente. Com a anélise de regressao miltipla, somos
capazes de incluir muitos fatores entre as varidveis explicativas e, por isso, varidveis omitidas sao
menos proviveis de serem um problema na anélise de regressdo miiltipla do que na analise de regres-
sdo simples. Ndo obstante, em qualquer aplicag¢do, hd sempre muitos fatores que, devido a limitagao de
dados ou 2 ignorancia deles, ndo somos capazes de incluir. Se acharmos que esses fatores devem ser
controlados € que eles estdo correlacionados com uma ou mais varidveis independentes, entdo a
hipétese RLM.3 serd violada. Posteriormente, derivaremos esse Vi€s.

H3 outros modos pelos quais u pode estar correlacionado com uma varidvel explicativa. No
Capitulo 15 discutiremos o problema do erro de medida em uma varidvel explicativa. No Capitulo 16
cobriremos o problema, conceitualmente mais dificil, em que uma ou mais varidveis explicativas €
determinada conjuntamente com y. Vamos postergar nosso estudo desses problemas at€ que tenhamos
um dominio firme da analise de regressdo muiltipla sob um conjunto ideal de hipéteses.

Quando a hipétese RLM.3 se mantém, dizemos freqiientemente que temos variaveis explicativas
exdgenas. Se x; for correlacionado com u por alguma razdo, entdo se diz que x; € uma variavel expli-
cativa endégena. Os termos “exdgena” e “enddgena” originaram-se da analise de equagdes simulti-
neas (veja Capitulo 16), mas o significado do termo “varidvel explicativa endégena” evoluiu e passou
a incluir qualquer caso em que uma varidvel explicativa pode estar correlacionada com o termo erro.

A (ltima hipétese de que precisamos para mostrar que MQO € ndo-viesado assegura que os esti-
madores de MQO sio, realmente, bem definidos. Para a regressao simples, precisamos assumir quc a
tinica varidvel independente no era constante na amostra. A hipétese correspondente para a andlise de
regressio multipla € mais complicada.

HIPOTESE RLM.4 (COLINEARIDADE NAO PERFEITA)
Na amostra (e, portanto, na populagao), nenhuma das variaveis independentes é constante, e ndo ha rela-
¢Bes lineares exatas entre as variaveis independentes.

A hipétese de colinearidade nio perfeita somente diz respeito as varidveis independentes. Estudantes
de econometria iniciantes tendem a confundir as hipéteses RLM.4 e RML.3, de modo que enfatizamos
aqui que RLM.4 ndo diz nada sobre a relagio entre u e as variaveis explicativas.

A hipétese RLM.4 é mais complicada que sua contrapartida na regressdo simples, pois agora
devemos examinar as relagdes entre todas as varidveis independentes. Se uma varidvel independente
em (3.31) € uma combinagio linear exata de outras varidveis independentes, dizemos que o modelo
sofre de colinearidade perfeita, e ele nao pode ser estimado por MQO.

E importante observar que a hipétese RLM.4 permite, de fato, que as varidveis independentes
sejam correlacionadas; elas apenas ndo podem ser correlacionadas perfeitamente. Se ndo permitisse-
mos qualquer correlagio entre as varidveis independentes, entdo a regressdo multipla ndo seria muito
util para a andlise econométrica. Por exemplo, no modelo que relaciona notas de estudantes aos gastos
com educag¢do e a renda familiar,
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notmed = Bo + B,gasto + Byrendfam + u,

esperamos, com certeza, que gasto € rendfam sejam correlacionados: distritos escolares com rendas
familiares médias altas tendem a gastar mais em educagdo por estudante. De fato, a principal motiva-
¢do para incluir rendfam na equagdo € que suspeitamos que ela seja correlacionada com gasto, e,
desse modo, gostarifamos de manté-la fixa na andlise. A hipStese RLM.4 somente exclui a correlago
perfeita entre gasto e rendfam em nossa amostra. Terifamos muito azar se obtivéssemos uma amostra
em que os gastos por estudante fossem perfeitamente correlacionados com a renda familiar média.
Porém, espera-se que haja alguma correlagio — talvez uma quantidade substancial — e certamente
ela € permitida.

A maneira mais simples como duas varidveis independentes podem ser perfeitamente correla-
cionadas € quando uma varidvel € um multiplo constante da outra. Isso pode acontecer quando um
pesquisador, inadvertidamente, coloca a mesma varidvel medida em unidades diferentes dentro da
equacdo de regressdo. Por exemplo, ao estimar a relagdo entre consumo e renda, ndo faz sentido
incluir como varidveis independentes a renda mensurada em délares e a renda mensurada em milha-
res de délares. Uma delas € redundante. Que sentido faria manter a renda mensurada em délares fixa,
enquanto a renda mensurada em milhares de délares varia?

Ja sabemos que diferentes fungdes ndo-lineares da mesma varidvel podem aparecer entre os
regressores. Por exemplo, o modelo cons = B, + B,rend + B, rend® + u ndo viola a hipétese RLM.4:
ainda que x, = rend” seja uma fungdo exata de x, = rend, rend” nio é uma fungio linear de rend.
Incluir rend* no modelo € uma maneira titil de generalizar a forma funcional, diferentemente de incluir
a renda mensurada em ddlares e em milhares de délares.

O senso comum nos diz para nio incluir a mesma varidvel explicativa medida em diferentes
unidades na mesma equacdo de regressdao. Ha também maneiras mais sutis de uma varidvel indepen-
dente poder ser um multiplo de outra. Suponha que gostarfamos de estimar uma extensdo da fung¢io de
consumo de elasticidade constante. Poderia parecer natural especificar um modelo tal como

log(cons) = B, + B,log(rend) + B,log(rend®) + u, (3.35)

em que x; = log(rend) e x, = log(rend?). Usando as propriedades bdésicas do log natural (veja o

- Apéndice A, disponivel no site de Thomson), log(rendz) = 2-log(rend). Isto €, x, = 2x,, e naturalmente
p

isso & valido para todas as observagdes na amostra. Isso viola a hipétese RLM.4. Em vez disso, deve-
rfamos incluir [log(rend)]*, e ndo log(re;1d2), juntamente com log(rend). Essa é uma extensio prudente
do modelo de elasticidade constante, e veremos como interpretar tais modelos no Capitulo 6.

Outra maneira de as variaveis independentes serem perfeitamente colineares ocorre quando uma
varidvel independente pode ser expressa como uma fungio linear exata de duas ou mais das outras va-
ridveis independentes. Por exemplo, suponha que queremos estimar o efeito dos gastos de campanha
sobre os resultados da campanha. Por simplicidade, assuma que cada eleigio tem dois candidatos.
Seja voroA a percentagem de votos do Candidato A; seja gastoA os gastos de campanha do Candidato A;
seja gastoB os gastos de campanha do Candidato B; e seja fotalgasto os gastos totais de campanha;
todas as tltimas trés varidveis sdao medidas em délares. Pode parecer natural especificar o modelo
como

votoA = Bg + B,gastoA + B,gastoB + Bitotalgasto + u, (3.36)



84  Introdugdo a Econometria — Editora Thomson

a fim de isolar os efeitos dos gastos de cada candidato e da quantidade total de gastos. No entanto, esse
modelo viola a hipétese RLM.4, porque x; = x; + x, por defini¢do. Tentar interpretar essa equagdo ao
estilo ceteris paribus revela o problema. Supde-se que o pardmetro de 8, na equacdo (3.36) mega o
efeito de um aumento de um ddlar nos gastos do Candidato A sobre os votos do Candidato A, manten-
do os gastos do Candidato B e os gastos totais fixos. Isso € uma tolice, pois, se gastoB e totalgasto
forem mantidos fixos, ndo podemos aumentar gastoA.

A solucio para a colinearidade perfeita em (3.36) € simples: retire qualquer uma das trés varia-
veis do modelo. Provavelmente, tirariamos fotalgasto, e conseqiientemente o coeficiente de gastoA
mensuraria o efeito de aumentar os gastos de A sobre a percentagem de votos recebidos por A, man-

tendo os gastos de B fixos.

O exemplo anterior mostra que a hipétese RLM.4 pode ser violada se ndo formos cuidadosos ao
especificar nosso modelo. Essa hipétese também ndo se mantém se o tamanho da amostra, n, € muito
pequeno em relagdo ao numero de parametros que sao estimados. No modelo de regressdo geral da
equagio (3.31), hd k + 1 parAmetros, e RLM.4 ndo se mantém se n < k + 1. Intuitivamente, isso faz
sentido: para estimar k + 1 pardmetros, necessitamos de pelo menos k + 1 observagdes. Nio surpreen-
dentemente, € melhor ter tantas observagdes quanto possivel, algo que veremos em nossos cdlculos da
varidncia na Seg¢ao 3.4.

No exemplo anterior, se usarmos como varidveis explicativas gastoA, gastoB e partA, em que partA =
100-(gastoA/totalgasto) é a participacdo percentual dos gastos totais de campanha feitos pelo Candidato
A, isso viola a hipétese RLM.4?

Se o modelo for cuidadosamente especificado e n = k + 1, a hipdtese RLM.4 pode ndo se man-
ter em casos raros devido a um azar ao coletar a amostra. Por exemplo, em uma equagdo de salérios,
com educagdo e experi€ncia como varidveis, poderiamos obter uma amostra aleatéria em que cada
individuo tivesse exatamente duas vezes mais educacdo que anos de experiéncia. Esse cendrio faria
com que a hipétese RLM.4 falhasse, mas isso pode ser considerado muito improvavel, a nio ser que
tenhamos um tamanho de amostra extremamente pequeno.

Agora, estamos prontos para mostrar que, sob essas quatro hipoteses da regressio miiltipla, os
estimadores de MQO sdo ndo-viesados. Como no caso da regressio simples, as esperangas estdo con-
dicionadas aos valores das varidveis independentes da amostra, mas nio mostraremos esse condiciona-
mento explicitamente.

TEOREMA 3.1 (INEXISTENCIA DE VIES DE MQO)
Sob as hipdteses RLM.1 a RLM.4,

EB)=8,i=0,1,..k (3.37)

para qualquer valor do pardmetro populacional 8;. Em outras palavras, os estimadores de MQO sdo estima-
dores ndo-viesados dos pardmetros da populacio.



iRy

Wooldridge . Capitulo 3  Analise de Regressdo Miltipla: Estimacdo 85

Em nossos exemplos empiricos anteriores, a hipétese RLM.4 foi satisfeita (visto que fomos
capazes de calcular as estimativas de MQO). Além disso, em sua maior parte, as amostras s3o aleato-
riamente escolhidas de uma populagdo bem-definida. Se acreditamos que os modelos especificados
estdo corretos sob a hip6tese fundamental RLM.3, entdo podemos concluir que MQO € ndo-viesado
nesses exemplos. '

Como estamos nos aproximando do ponto em que podemos usar a regressao multipla no trabalho
empirico € ttil lembrar o significado de inexisténcia de viés. E tentador, nos exemplos como o da equa-
¢ao do salario em (3.19), dizer algo como “9,2% € uma estimativa nio-viesada do retorno da educa-
¢do0”. Como sabemos, uma estimativa nao pode ser viesada: uma estimativa € um nimero fixo, obtido
de uma amostra particular, usualmente diferente do parimetro populacional. Quando dizemos que
MQO € nédo-viesado sob as hipéteses RLM.1 a RLM.4, estamos dizendo que o procedimento pelo qual
as estimativas de MQO foram obtidas € nao-viesado, € tal procedimento € visto como algo aplicado em
todas as amostras aleatérias possiveis. Esperamos que tenhamos obtido uma amostra que nos dé uma
estimativa préxima do valor da populaga@o, mas, infelizmente, isso ndo pode ser garantido.

Inclusao de Variaveis Irrelevantes em um Modelo de Regressao

Uma questio que podemos dispensar com rapidez razodvel € a inclusao de uma variavel irrelevante
ou a superespecificacdo do modelo na analise de regressao miltipla. Isso significa que uma (ou mais)
das varidveis independentes esta incluida no modelo, embora ela nio tenha efeito parcial sobre y na
populacio. (Isto €, seu coeficiente populacional € zero.)

Para ilustrar a questdo, suponha que especificamos o modelo como

y =Byt Bx +Bx,+Byx; +u, (3.38)

e esse modelo satisfaz as hipéteses RLM.1 a RLM.4. Entrctanto, x; niio tem efeito sobre y apds x| ¢ x»
terem sido controlados, o que significa que B; = 0. A variavel x, pode ou ndo ser correlacionada com
X) € X5, 0 que importa € que, uma vez que x, € x, estejam controlados, x; ndo tem efeito sobre y. Em
termos de esperangas condicionais, E(ylx,x5,x3) = E(vix,x2) = By + Bx; + Boxo.

Como nio sabemos que 3; = 0, somos inclinados a estimar a equagdo com x;3:

.{’ = .éo + B|x| + Bzxz +,é3x3. (3.39)

Incluimos a varidvel irrelevante, x5, em nossa regressdo. Qual € o efeito de incluir x; em (3.39), quan-
do seu coeficiente no modelo populacional (3.38) € zero? Em termos da inexisténcia de vi€s dc ﬁl c
ﬁz, nao ha nenhum efeito. Essa conclusdo ndo requer nenhuma derivacao especial, ja que ela decorre
imediatamente do Teorema 3.1. Lembre-se, a inexisténcia de viés significa E(Bj) = B; para qualquer
valgr de B;, incluindo B; = 0. Assim, podemos concluir que E(BA()) = Bo» E(B,) = B, E(Bp_) =fB,e
E(B3) = 0 (para quaisquer valores de B, B, e B-). Mesmo que [§3, por sl mesmo, nunca seja exa-
tamente zero, seu valor médio obtido de muitas amostras aleatorias sera zero.

A conclusdo do exemplo anterior ¢ muito mais geral: incluir uma ou mais varidveis irrelevantes
no modelo de regressao multipla, ou superespecificar o modelo, nédo afeta a inexisténcia de viés dos
estimadores de MQO. Isso significa que incluir varidveis irrelevantes € in6cuo? Nao. Como veremos
na Secio 3.4, incluir varidveis irrelevantes pode ter efeitos indesejaveis sobre as varidncias dos esti-
madores de MQO.
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Viés de Variavel Omitida: O Caso Simples

Suponha agora que, em vez de incluir uma varidvel irrelevante, omitimos uma varidvel que, realmen-
te, pertence ao modelo verdadeiro (ou populacional). Isso € freqiientemente chamado problema de
excluir uma varidvel relevante ou de subespecificar 0 modelo. No Capitulo 2, e anteriormente neste
capitulo, afirmamos que esse problema geralmente faz com que os estimadores de MQO sejam viesa-
dos. Agora é o momento de mostrar isso explicitamente e, ndo menos importante, derivar a dire¢io e
o tamanho do viés. '

Derivar o viés causado ao omitir uma varidvel importante é um exemplo de analise de ma-espe-
cificaglo. Iniciaremos com o caso em que o modelo populacional verdadeiro tem duas varidveis expli-
cativas € um termo erro:

y= BO + B)x] + B2X2 + u, (3-40)

e assumimos que esse modelo satisfaz as hipéteses RLM.1 a RLM.4.

Suponha que nosso interesse primordial esteja em B, o efeito parcial de x, sobre y. Por exemplo,
y é o salério horério (ou log do salério horéario), x, € educagdo e x, € uma medida de aptid3o inata. A
fim de obter um estimador nao-viesado de B,, deveriamos computar a regressao de y sobre x, e x, (0
que resulta em estimadores nao-viesados de 8, B, € B,). Entretanto, devido a nossa ignorincia ou
indisponibilidade de dados, estimamos o modelo excluindo x,. Em outras palavras, executamos somen-

te uma regressdo simples de y sobre x,, obtendo a equacdo

5= By + B.x, (2.41)

[T 4
-~

Usamos o simbolo gréfico em vez de “A” para enfatizar que B, vem de um modelo subespecificado.

Ao aprender, pela primeira vez, o problema de varidvel omitida, pode ser dificil para o estudante
distinguir entre o modelo verdadeiro subjacente, (3.40) nesse caso, € 0 modelo que realmente estima-
mos, capturado pela regressdao em (3.41). Pode parecer bobagem omitir a varidvel x, se ela pertence ao
modelo, mas freqiientemente nao temos escolha. Por exemplo, suponha que saldrioh seja determinado
pela equagio

saldrioh = By + Beduc + B,aptid + u. (3.42)

Como a aptiddo ndo € observada, estimamos, em vez disso, o modelo

saldrioh = By + Beduc + v,

onde v = Baaptid + u. O estimador de B, da regressao simples de saldrioh sobre educ € o que esta-
mos chamando B,.

Vamos derivar o valor esperado de :é| condicionado aos valores amostrais de x, € x,. Derivar essa
esperanca nio € dificil, pois [§, é exatamente o estimador de inclinagio de MQO de uma regressio
simples, e ja estudamos esse estimador extensivamente no Capitulo 2. A diferenga aqui € que deve-
mos analisar suas propriedades quando o modelo de regressdo simples € mal-especificado devido a
uma varidvel omitida.
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Da equagao (2.49), podemos expressar ,él como

E (xy — %)y,
B =
E (x; — 5‘.1)2

i=1

(3.43)

O proximo passo € o mais importante. Visto que (3.40) € o modelo verdadeiro, escrevemos y para cada
observagao i como

Yi =Byt Bixy + By, tu (3.44)

(e ndo y; = By + Bix;; + u; ja que o modelo verdadeiro contém x,). Seja SQT, o denominador em
(3.43). Se inserirmos em (3.43) o y; de (3.44), o numerador em (3.43) passa a ser

E xy —X)DBy t By xy + By, T ou)

i=1

=B > (x5 — 31)2 + B, > (xy — X)X, + > () — XPu, (3.45)

i=1 i=1 i=1

= B,SQT, + B, E G = X, + 2 (g — X,

i=1 i=1

Se dividirmos (3.45) por SQT,, considerarmos a esperanga condicionada aos valores das varidveis
independentes e usarmos E(u;) = 0, obteremos

T 2 () — X)X,
E(B) =B + B (3.46)
(xil - 21)2

i=1

Assim, E(8,) ndo €, geralmente, igual a 8,: B, € viesado para 3.
A razdo que multiplica 8, em (3.46) tem uma interpretagdo simples: ela é exatamente o coeficien-
te de inclinagao da regressdo de x, sobre x,, utilizando nossa amostra de varidveis independentes, que

pode ser escrita como
%, =8,+ 8. (3.47)

Como estamos condicionados aos valores amostrais de ambas as varidveis independentes, 6, ndo €
aleatdrio aqui. Portanto, podemos escrever (3.46) como

E(B,) = B, + B.d,, (3.48)




88  Introducdo a Econometria — Editora Thomson

o que implica que o viés em Bl é E(Bl) -Bi = [325 - Essa expressao € chamada freqiientemente de
viés de variavel omitida. :

Da equacgdo (3.48), vemos que hd dois casos em que /31 ndo-viesado. O primeiro € bastante
ébvio: se B8, = 0 — de modo que x, ndo aparece no modelo verdadeiro (3.40) —, entdo Bl € nao-vie-
sado. J4 sabemos isso da anilise de regressdo simples do Capitulo 2. O segundo caso € mais interes-
sante. Se 8 = 0, entdo Bl ¢ ndo-viesado para 8,, mesmo se 3, # 0.

Como & , € a covariincia amostral entre x, e x, sobre a variincia amostral de x,, 5, =0se, e
somente se, x, € x, forem ndo-correlacionados na amostra. Assim, temos a importante conclusio de
que, se x; e x, forem nio-correlacionados na amostra, entao B, é ndo-viesado. Isso nio € surpreen-
dente: na Secdo 3.2, mostramos que o estimador da regressdo simples ,é ; € 0 estimador da regressao
multipla 3 , sdo iguais quando x, e x, forem ndo-correlacionados na amostra. [Podemos também mos-
trar que ﬁ, € nao-viesado sem condicionar a x;, se E(x,|x;) = E(x,); entdo, para a estimacio de 3,,
deixar x, no termo erro ndo viola a hipétese de média condicional zero do erro, uma vez que-ajusta-
mos o intercepto.]

Quando x, € x, forem correlacionados, &, tem o mesmo sinal da correlagdo entre x, € x: §, >
0 se x, e x, forem positivamente correlacionados, e 8, < 0 se x; e x, forem negativamente correlacio-
nados. O sinal do viés em 83, depende tanto do sinal de 8, como de S, e estd resumido na Tabela 3.2
para os quatro casos possiveis quando hd viés. A Tabela 3.2 justifica um estudo cuidadoso. Por exem-
plo, o viés em ,[§ , € positivo se B> > 0 (x, tem um efeito positivo sobre y) € x| € x, s@o positivamen-
te correlacionados; o viés € negativo se 3, > 0 e x, e x, sdo negativamente correlacionados, € assim
por diante.

Tabela 3.2

Sumario do Viés em B3, quando x, é Omitida na Estimagio da Equagdo (3.40)

Corr(x;,x,) >0 Corr(x;,x;) <0
B,>0 viés positivo viés negativo
<0 viés negativo viés positivo
2 p

A Tabela 3.2 resume a dire¢do do viés, mas o tamanho do viés também ¢ muito importante. Um
viés pequeno de qualquer dos dois sinais ndo precisa ser causa de preocupacéo. Por exemplo, se o retor-
no da educacio formal é de 8,6% na populacado e o vi€s do estimador de MQO € de 0,1% (um décimo
de um ponto percentual), entdo ndo precisariamos ficar muito preocupados. De outro lado, um viés da
ordem de trés pontos percentuais seria muito mais s€rio. O tamanho do vi€s € determinado pelos tama-
nhos de 3, €6,.

Na pritica, como 8, é um parametro populacional desconhecido, ndo podemos estar certos se 3,
¢ positivo ou negativo. Entretanto, temos geralmente uma boa idéia sobre a diregdo do efeito parcial de
X, sobre y. Além disso, ainda que o sinal da correlagao entre x; € x, ndo possa ser conhecido se x; nédo
¢ observado, em muitos casos, podemos fazer uma suposi¢ao criteriosa sobre se x; € x, sa0 positiva ou
negativamente correlacionados.
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Na equacdo do saldrio (3.42), por defini¢do, mais aptiddo conduz a uma produtividade maior e,
portanto, a saldrios maiores: 8, > 0. Hd também raz0es para acreditar que educ e aptid sejam positi-
vamente correlacionados: em média, individuos com mais aptidao inata escolhem niveis maiores de
educacio formal. Assim, as estimativas de MQO da equagio de regressao simples do saldrioh = B, +
Beduc + v sdo, em média, muito grandes. Isso ndo significa que a estimativa obtida de nossa amos-
tra seja enorme. Somente podemos dizer que, se coletarmos muitas amostras aleatoriamente e obtiver-
mos as estimativas da regressdo simples a cada vez, a média dessas estimativas serd maior que 3.

- BXEMPLO 3.6
(Equacgao do Salario Horario)

Suponha que o modelo log(salérioh) = By + Bieduc + B,aptid + u satisfaca as hipéteses RLM.1 a
RLM.4. O conjunto de dados no arquivo WAGE1.RAW ndo contém dados sobre aptiddo, de modo que esti-
mamos B, a partir da regressao simples

log(saldrioh)= 0,584 + 0,083 educ
n =526, R> = 0,186.

Esse € somente o resultado de uma Unica amostra, de modo que ndo podemos dizer que 0,083 é maior que
By; 0 retorno verdadeiro da educagdo poderia ser menor ou maior que 8,3% (nunca saberemos com certeza).
Entretanto, sabemos que a média dos estimadores de todas as amostras aleatorias seria bastante grande.

Como um segundo exemplo, suponha que, no nivel fundamental do ensino, a nota média dos estu-
dantes de um exame padronizado seja determinado por

notmed = B, + B,gasto + Btaxpob + u,

em que gasto é o gasto piiblico por estudante, e taxpob é a taxa de pobreza das criancas da escola.
Usando dados do distrito da escola, temos somente observagdes da percentagem de estudantes com
uma nota de aprovagdo e gastos piblicos por estudante; ndo temos informagGes sobre taxas de pobre-
za. Assim, estimamos f3, a partir da regressdo simples de notmed sobre gasto.

Podemos obter, uma vez mais, o viés provavel em $,. Primeiro, 3, € provavelmente negativo: ha
ampla evidéncia de que criangas que vivem na pobreza t€ém, em média, notas mais baixas em testes
padronizados. Segundo, o gasto publico médio por estudante €, provavelmente, negativamente corre-
lacionado com a taxa de pobreza: quanto maior a taxa de pobreza menor o gasto piiblico médio por
estudante, de modo que Corr(x,,x,) < 0. De acordo com a Tabela 3.2, B~1 terd um viés positivo. Essa
observacio tem implicagdes importantes. Pode ser que o efeito verdadeiro do gasto piblico fosse zero;
isto é, B, = 0. Entretanto, a estimativa de 3, da regressido simples serd, geralmente, maior que zcro, e
isso poderia nos levar a concluir que os gastos puiblicos sio importantes quando eles nao sdo.

Ao ler e ao fazer trabalhos empiricos em economia, € importante dominar a terminologia associa-
da aos estimadores viesados. No contexto de omissao de uma variavel do modelo (3.40), se E( B ) > B,
entdo dizemos que Bl tem um viés para cima. Quando E( B ) < By, B tem um viés para baixo. Essas
definicoes sdo as mesmas, seja B, positivo ou negativo. A expressdo viesado para zero refere-se aos
casos em que E( B,) estd mais préxima de zero do que de f3,. Portanto, se B8, for positivo, B, sera vie-
sado para zero se ele tiver um viés para baixo. De outro lado, se B, <0, ,él sera viesado para zero se

ele tiver um viés para cima. I B
=
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Viés de Variavel Omitida: Casos mais Gerais

E mais dificil derivar o sinal do viés de varidvel omitida quando h4 miiltiplos regressores no modelo esti-
mado. Devemos lembrar que a correlagdo entre uma Unica varidvel explicativa e o erro resulta, geralmen-
te, em todos os estimadores de MQO serem viesados. Por exemplo, suponha que o modelo populacional

y=PB,+Bx t+ Bx, +Bx;+u (3.49)

satisfaga as hip6teses RLM.1 a RLM.4. No entanto, omitimos x3 € estimamos o modelo como

4

5= By + B,x, + B, %, (3.50)

Agora suponha que x, € x3 sejam ndo-correlacionados, mas que x; € correlacionado com x3. Em outras
palavras, x; é correlacionado com a varidvel omitida, mas x, nio €. E tentador pensar que, embora pro-
vavelmente B~, seja viesado com base na derivacio da subsec@o anterior, 3, seja ndo-viesado, pois x, €
ndo-correlacionado com x;. Infelizmente, esse ndo €, geralmente, o caso: normalmente, tanto 8, como
,éz serdo viesados. A tinica excec¢ao a isso ocorre quando x, e x, também sdo nao-correlacionados.

Mesmo em um modelo razoavelmente simples como o apresentado, pode ser dificil obter a dire-
¢do do viés em B, e B,. Isso se deve ao fato de que x,, x, € x; podem estar correlacionados aos pares.
Entretanto, uma aproximacdo €, freqiientemente, 1til na pratica. Se assumirmos que x; € x, $do nio-
correlacionados, podemos estudar o viés em 3, como se x, estivesse ausente dos modelos populacional
e estimado. De fato, quando x, e x, sdo nio-correlacionados, pode-se mostrar que

_ 2 (= X)X
E(B) =B, + B,

=2
(x;) — X))
i=1

Essa equacdo € exatamente igual a (3.46), mas 3, substitui 8,, e x5 substitui x,. Portanto, o viés em Bl
¢ obtido ao se substituir 3, por B e x, por x; na Tabela 3.2. Se 8; > 0 e Corr(x;,x3) > 0, 0 viés em
ﬁ, € positivo, e assim por diante.

Como um exemplo, suponha que acrescentamos exper ao modelo do salério:

saldrioh = B, + B,educ + Byexper + Biaptid + u.

Se aptid for omitida do modelo, ambos os estimadores de 3, e 3, serdo viesados, mesmo se assumit-
mos que exper é ndo-correlacionado com aptid. Estamos principalmente interessados no retorno da
educagdo formal, de modo que seria bom se pudéssemos concluir que ,él tem um viés para cima ou
para baixo devido 2 omissdo da aptiddo. Essa conclusdo ndo € possivel sem hipéteses adicionais.
Como uma aproximagdo, suponhamos que, além de exper e aptid serem nio-correlacionadas, educ e
exper lambém sejam nao-correlacionadas. (Na realidade, elas sdo negativamente correlacionadas.)
Como B; > 0 e educ e aptid sdo positivamente correlacionadas, B , teria um viés para cima, exata-
mente como se exper nio estivesse no modelo.

O raciocinio usado no exemplo anterior €, muitas vezes, compreendido como um guia aproxima-
do para obter o viés provavel dos estimadores em modelos mais complicados. Geralmente, o foco esta



Wooldridge Capitulo 3  Andlise de Regressdo Multipla: Estimagdo 91

na relagdo entre uma varidvel explicativa particular, por exemplo x,, e o fator omitido fundamental.
Estritamente falando, ignorar todas as outras varidveis explicativas é uma pratica vilida somente quan-
do cada uma delas € ndo-correlacionada com x,, mas essa ainda é uma orientago util. O Apéndice 3A
(disponivel no site de Thomson) contém uma anélise mais cuidadosa do viés de varidvel omitida com
multiplas varidveis explicativas.

3.4 A VARIANCIA DOS ESTIMADORES DE MQO

Obteremos, agora, a Yariﬁncia dos estimadores de MQO, de modo que, além de conhecermos as ten-
déncias centrais dos 3, também teremos uma medida da dispersao de sua distribuigdo amostral. Antes
de encontrarmos as varidncias, vamos adicionar uma hipétese de homoscedasticidade, como no
Capitulo 2. Fazemos isso por duas razdes. Primeira, ao impor a hipétese de variancia constante do erro,
as férmulas s&o simplificadas. Segunda, veremos na Segao 3.5 que MQO tem uma propriedade impor-
tante de eficiéncia se acrescentamos a hipétese de homoscedasticidade.:

No arcabougo da regressao miiltipla, a homoscedasticidade € expressa como a seguir:

HIPOTESTE RLM.S (HOMOSCEDASTICIDADE)
Var(ulxy,...x) = o

A hipétese RLM.S significa que a variancia do termo erro, u, condicionada as varidveis explica-
tivas, € a mesma para todas as combinagSes de resultados das varidveis explicativas. Se essa hipétese
€ violada, o modelo exibe heteroscedasticidade, exatamente como no caso de duas varidveis.

Na equagdo

saldrioh = B, + Beduc + B,exper + B-perm + u,

a homoscedasticidade requer que a varidncia do erro nao-observado u ndo dependa dos niveis de edu-
cagdo, experiéncia ou permanéncia. Isto €,

2

Var(uleduc.exper,perm) = a-.

Se a variancia varia com qualquer uma das trés varidveis explicativas, entdo a heteroscedasticidade est4
presente.

As hipéteses RLM.1 a RLM.5 sdo, em conjunto, conhecidas como as hipéteses de Gauss-Markov
(para a regressdo de corte transversal). Até agora, nossas asser¢oes sobre as hipéteses sdo adequadas
somente quando aplicadas a anilise de corte transversal com amostragem aleatéria. Como veremos, as
hipéteses de Gauss-Markov para a anilise de séries de tempo — e para outras situagSes, como a anili-
se de dados de painel — sdo mais dificeis de se manterem, embora haja muitas similaridades.

Na discussao a seguir, usaremos o simbolo x para representar o conjunto de todas as varidveis
independentes, (x|, ..., x;). Assim, na regressdo do saldrio hordrio com educ, exper € perm como varia-
veis independentes, x = (educ, exper, perm). Conseqiientemente, podemos escrever as hipoteses
RLM.1 e RLM.3 como

E(ylx) = By + Byx; + Byxp; + ... + B3xs,
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e a hipétese RLM.5 € a mesma que Var(ylx) = o°. Expressar as hipéteses desse modo ilustra como a
hip6tese RLM.5 difere muito da hipétese RLM.3. Esta diz que o valor esperado de y, dado x, € linear
nos pardmetros, mas ele certamente depende de x,, X, ..., X;. A hip6tese RLM.5 diz que a variancia de
y, dado x, ndo depende dos valores das varidveis independentes.

Podemos obter, agora, as variancias dos ,éj, que uma vez mais, estdo condicionadas aos valores
amostrais das varidveis independentes. A prova estd no apéndice deste capitulo.

TEOREMA 3.2 (VARIANCIAS AMOSTRAIS DOS ESTIMADORES DE INCLI-
NAGCAO DE MQO)
Sob as hipoteses RLM.1 a RLM.5, condicionadas aos valores amostrais das varidveis independentes,

Var (3j) = 5 o (3.51)

QT — BY)

n
. — 1\ s . ~ »
paraj = 1,2, .., k emque SQT, = -21 (x; — X)" € a variacdo amostral total em x;, e Rj2 é 0 R-quadra-
P

do da regressao X; sobre todas as outras variaveis independentes (incluindo um intercepto).

Antes de estudarmos a equagdo (3.51) mais detalhadamente, ¢ importante saber que todas as
hipéteses de Gauss-Markov sdo usadas na obten¢o dessa férmula. Embora ndo necessitemos da hipo-
tese de homoscedasticidade para concluir que MQO ¢ ndo-viesado, precisamos dela para validar a
equagdo (3.51).

O tamanho de Var(ﬁ/) ¢ importante na pritica. Uma varidncia maior significa um estimador
menos preciso, e isso se traduz em intervalos de confianga maiores e testes de hipiteses menos acu-
rados (como veremos no Capitulo 4). Na préxima subsecio, discutiremos os elementos que com-
preendem (3.51).

Os Componentes das Variancias de MQO: Multicolinearidade

A equagio (3.51) mostra que a varincia de 3; depende de trés fatores: o2, SQT; e R’. Lembre-se de
que o indice j representa simplesmente qualquer uma das varidveis independentes (como a educagiio
ou a taxa de pobreza). Agora, vamos considerar cada um dos fatores que afetam Var(3).

A VARIANCIA DO ERRO, ¢%. Da equagio (3.51), um o maior significa varidncias maiores dos esti-
madores de MQO. Isso nio € totalmente surpreendente: mais “ruido” na equagdo (um ¢~> maior) torna
mais dificil estimar o efeito parcial de qualquer uma das varidveis independentes sobre y, e isso € refle-
tido nas varidncias maiores dos estimadores de inclinagdo de MQO. Visto que o? € uma caracteristica
da populagio, ele ndo tem nada a ver com o tamanho da amostra. Ele é o componente de (3.51) que €
desconhecido. Veremos mais adiante como obter um estimador nio-viesado de o2

Para uma dada varidvel dependente y, had de fato somente uma maneira de reduzir a variancia do
erro, que € adicionar mais varidveis explicativas a equagio (retirar alguns fatores do termo erro). Isso
nem sempre € possivel, nem sempre € desejavel, por razdes discutidas posteriormente neste capitulo.
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A VARIAGAO AMOSTRAL TOTAL EM x;, SQT;. Da equagdo (3.51), vemos que quanto maior a

variagdo total em x;, menor € Var( ﬁ ), Assim, tudo o mais sendo igual para estimar ﬁj preferimos ter
tanta variagdo amostral em x; quanto possivel. J4 descobrimos isso no caso da regressdo simples, no
Capitulo 2. Embora raramente seja possivel escolher os valores amostrais das varidveis independentes,
hd uma maneira de aumentar a variagdo amostral em cada uma das varidveis independentes: aumentar
o tamanho da amostra. De fato, na amostragem aleatéria de uma populagio, SQT; aumenta sem limi-
te quando o tamanho da amostra torna-se maior. Esse ¢ o componente da varidncia que depende siste-
maticamente do tamanho da amostra.

Quando SQT; € pequeno, Var( ﬁ ) pode ficar muito grande, mas um SQT; pequeno ndo € uma vio-
lagao da hipétese RLM.4. Tecnicamente, quando SQT; tende a zero, Var( Bj) aproxima-se do infinito.
O caso extremo de nenhuma variagao amostral em x;, SQT; = 0, ndo € permitido pela hipétese RLM.4.

AS RELAGOES LINEARES ENTRE AS VARIAVEIS INDEPENDENTES, R’. O termo R’ na
equacdo (3.51) € o mais dificil dos trés componentes de se entender. Esse termo nio aparece na ana-
lise de regressdo simples porque h4 somente uma varidvel independente em tal caso. E importante
compreender que esse R-quadrado € distinto do R-quadrado da regressao de y sobre x|, xy, ..., X Rj2
é obtido de uma regressdo que envolve somente as varidveis independentes do modelo original, em
que x; desempenha o papel de uma varidvel dependente.

Con51dere, primeiro, o caso k = 2: y = B, + B,x, + B,x, + u. Entio, Var(B ) = o*/[SQT (1 —
R?)], em que R? é o R-quadrado da regressdo simples de x, sobre x, (e um intercepto, como sempre).
Como o R-quadrado mede o grau de ajuste, um valor de R? préximo de um indica que x, explica bas-
tante da variagdo de x, na amostra. Isso significa que x, e x, s&o altamente correlacionados.

Quando R? cresce em dire¢do a um, Var(B ) torna-se maior. Assim, um grau elevado de relagéo
linear entre x, € x, pode levar a variancias grandes dos estimadores de inclinagdo de MQO. (Um argu-
mento similar se aplica a Bz ) Veja a Figura 3.1 para a relagdo entre Var(B ) e o R-quadrado da regres-
sdo de x; sobre x,.

No caso geral, R; é a proporgio da variagdo total de x; que pode ser explicada pelas outras varia-
veis independentes que aparecem na equagdo. Para dados 02 e SQT;, a menor Var(B,) € obtida quando
R‘ = 0, que ocorre se, e somente se, x; tem correlagdo amostral zero com cada uma das outras varia-
veis independentes. Esse € o melhor caso para estimar f3;, mas € raramente encontrado.

O outro caso extremo, R = 1, € excluido pela hip6tese RLM.4, pois R = 1 significa que,
na amostra, x; € uma combmagao linear perfeita de algumas das outras varlavcls independen-
tes da regressdao. Um caso mais relevante € quando R2 estd “préximo” de um. Da equacgdo (3.51)
e da Figura 3.1, vemos que isso pode fazer com que Var( BJ) seja grande: Var( ;) —% quando
Rj2 — 1. Correlac¢io alta (mas ndo perfeita) entre duas ou mais varidveis independentes € cha-
mada multicolinearidade.

Antes de discutirmos mais a questdo da multicolinearidade, é importante que uma coisa esteja
bem clara: um caso em que Rj2 estd préximo de um ndo € uma violagdo da hipétese RLM.4.

Como a multicolinearidade n3o viola nenhuma de nossas hipéteses, o “problema” da multico-
linearidade nio €, de fato, bem definido. Ao dizer que a multicolinearidade surge ao estimarmos S;,
quando R? esta “proximo” de um, colocamos “préximo” dentro de aspas porque ndo ha um ndme-
ro absoluto que podemos citar para concluir que a multicolinearidade € um problema. Por exemplo,

= 0,9 significa que 90% da variagdo amostral em x; pode ser explicada pelas outras varidveis
lndependentcs do modelo de regressao. Inquestxonavelmente isso significa que x; tem uma forte
relagao linear com as outras varidveis independentes. No entanto se isso se traduz em uma Var( B )
que é grande demais para ser (til, depende dos tamanhos de o’e SQT;. Como veremos no Capitulo
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4, para a inferéncia estatistica, o que essencialmente importa € quanto 3, € grande com relagéo a
seu desvio-padrao.
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Assim como um valor grande de Rf pode causar uma Var(ﬁj) grande, um valor pequeno de SQT;
também pode fazer com que Var(Bj) seja grande. Portanto, um tamanho pequeno da amostra pode tam-
bém levar a varidncias amostrais grandes. Preocupar-se com graus elevados de correlagdo entre varia-
veis independentes da amostra ndo €, de fato, diferente de se preocupar com um tamanho pequeno da
amostra: ambos funcionam para aumentar Var(3).

O famoso econometrista da Universidade de Wisconsin Arthur Goldberger, reagindo a obsessio
dos econometristas pela multicolinearidade, criou (jocosamente) o termo micronumerosidade, quc cle
define como o “problema do tamanho pequeno da amostra”. [Para uma discussdo interessante sobre
multicolinearidade e micronumerosidade, veja Goldberger (1991).]

Embora o problema da multicolinearidade nio possa ser claramente definido, uma coisa € clara:
tudo mais sendo igual, para estimar 8;, € melhor ter menos correlagdo entre x; € as outras varidveis
independentes. Essa observagao muitas vezes leva a uma discussdo de como “resolver” o problema da
multicolinearidade. Nas ciéncias sociais, em que somos geralmente coletores passivos de dados, ndo
h4 uma boa maneira de reduzir as variincias dos estimadores nao-viesados que nao seja coletar mais
dados. Para um determinado conjunto de dados, podemos tentar, num esforco para reduzir a multico-
linearidade, suprimir outras varidveis independentes do modelo. Infelizmente, suprimir uma varidvel
que pertence ao modelo populacional pode levar viés, como vimos na Segdo 3.3.

Neste ponto, talvez um exemplo ajude a esclarecer algumas das questdes aqui levantadas relativas
a multicolinearidade. Suponha que estamos interessados em estimar o efeito de varias categorias de
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despesas de escolas sobre o desempenho de estudantes. E provivel que as despesas com saldrios de
professores, materiais institucionais, atletismo etc. estejam altamente correlacionadas: escolas mais
ricas tendem a gastar mais com tudo, e escolas mais pobres gastam menos com tudo. Nao surpreen-
dentemente, pode ser dificil estimar o efeito de qualquer categoria de despesa especifica sobre o
desempenho dos estudantes quando ha pouca variagido em uma categoria que nio pode ser, em grande
medida, explicada por varia¢des das outras categorias de despesas (isso leva a um R].2 alto para cada
uma das varidveis de despesas). Esses problemas de multicolinearidade podem ser mitigados ao cole-
tar mais dados mas assim, em certo sentido, nés mesmos nos impusemos o problema: estamos formu-
lando questdes que podem ser sutis demais para que os dados disponiveis as respondam com alguma
precisdo. Provavelmente, podemos fazer algo muito melhor mudando o escopo da anilise e agrupando
todas as categorias de despesa em uma dnica categoria, desde que nao mais estivéssemos tentando esti-
mar o efeito parcial de cada categoria separadamente.

Outro ponto importante € que um elevado grau de correlagio entre certas varidveis independentes
pode ser irrelevante no que diz respeito a qudao bem podemos estimar outros parimetros do modelo.
Por exemplo, considere um modelo com trés varidveis independentes:

y =B, 1t Bx + Bz)c_2 + Byxy + u,

em que x, € x3 sdo altamente correlacionados. Entdo, Var( éz) e Var( é3) podem ser grandes. Mas o
valor da correlagio entre x, e x5 nao tem efeito direto sobre Var(ﬁl). De fato, se x, € ndo-correlacio-
nado com x, e x3, entdo Rf = 0 e Var(B,) = 0*/SQT,, independentemente da quantia de correlago
existir entre x, € x3. Se 8, € o parametro de interesse, realmente ndo devemos nos preocupar com 0
valor da correlag@o entre x; € x3.

Suponha que vocé postula um modelo que explica a nota do exame final em termos da freqiiéncia as aulas.
Assim, a variavel dependente é a nota do exame final, e a principal varidvel explicativa é o nimero de aulas
freqlientadas. A fim de controlar as aptiddes dos estudantes e pelos esforcos fora da sala de aula, vocé inclui
entre as varidveis explicativas a nota acumulada durante todo o curso, a nota do teste de avaliacdo de co-
nhecimentos para ingresso em curso superior e as medidas do desempenho do estudante no ensino médio.
Alguém diz: “Vocé ndo pode esperar aprender nada com esse exercicio, pois todas essas variaveis sao, pro-
vavelmente, altamente colineares”. Qual seria sua resposta?

A observagio anterior € importante porque os economistas freqlientemente incluem muitas varia-
veis de controle a fim de isolar o efeito causal de uma varidvel particular. Por exemplo, ao olhar para
a relagdo entre as taxas de aprovacao de empréstimos € a percentagem de minorias em uma regido,
poderiamos incluir variaveis como renda média, valor médio das moradias, medidas de inadimpléncia,
e assim por diante, pois esses fatores precisam ser considerados a fim de se extrair conclusdes causais
sobre a discriminacgio. Renda, precos de moradia e inadimpléncia s@o, geralmente, altamente correla-
cionados entre si. No entanto, correlagdes altas entre essas varidveis nao tornam mais dificil determi-
nar os efeitos da discriminacgao.
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Variancias em Modelos Mal Especificados

A escolha de incluir ou ndo uma varidvel particular em um modelo de regressao pode ser feita ao ana-
lisar o dilema entre viés e varidncia. Na Secdo 3.3 derivamos o viés produzido pela omissdo de uma
varidvel relevante quando o modelo verdadeiro contém duas varidveis explicativas. Vamos continuar a
andlise desse modelo comparando as variancias dos estimadores de MQO.

Escreva o modelo populacional verdadeiro que satisfaz as hipéteses de Gauss-Markov, como

y=B8,1tBx tBx,+u

Consideremos dois estimadores de 3. O estimador 3, € proveniente da regressdo miltipla

y= éo"‘ BAlxl + Bzxz- (3.52)

Em outras palavras, incluimos x5, juntamente com x;, no modelo de regressao. O estimador 3, € obti-
do ao omitir x, do modelo € computando uma regressao simples de y sobre x,:

5= B,+ B,x,. (3.53)

Quando 3, # 0, a equagao (3.53) exclui uma varidvel relevante do modelo e, como vimos na Se¢éo 3.3,
isso induz um viés em B |» @ N30 ser que x, € x, sejam ndo-correlacionados. De outro lado, [§| é nio-
viesado para 3, para qualquer valor de 3,, incluindo 3, = 0. Segue-se que, se o viés for usado como
dnico critério, B, € preferivel a 3.

A conclusio de que ﬁl € sempre preferivel a B] nao se sustenta quando trazemos a varidncia para
dentro da anélise. Condicionando aos valores de x; e x, na amostra, temos, de (3.51),

Var(B,) = o/[SQT (1 — R?)], (3.54)

em que SQT, € a variagdo total em x,, e R} € o R-quadrado da regressdo de x, sobre x,. Além disso.
uma simples modificagdo da prova para a regressao de duas varidveis do Capitulo 2 mostra que

Var(B,) = ¢¥/SQT,. (3.85)

Comparar (3.55) a (3.54) mostra que Var(3,) € sempre menor que Var(BAI ), 2 menos que x; € X, sejam
ndo-correlacionados na amostra, caso em que os dois estimadores 3, e 8, sdo os mesmos. Ao assumir
que x, € x, sdo nao-correlacionados, podemos ter as seguintes conclusoes:

1. Quando B, #0, [§, € viesado, 3, € ndo-viesado e Var(B~|) < Var(BAl )-
2. Quando 3, = 0, B~| e [§, sd0 ambos ndo-viesados e Var([§l) < Var([§l ).

Da segunda conclusio, € claro que B, € preferido se 8, = 0. Intuitivamente, se x, ndo tem um efeito
parcial sobre y, inclui-lo no modelo pode somente exacerbar o problema da multicolinearidade, o que
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leva a um estimador menos eficiente de 3,. O custo de incluir uma varidvel irrelevante no modelo é
uma variancia maior do estimador de 3.

O caso em que B, # 0 é mais dificil. Omitindo x, do modelo leva a um estimador viesado de
B,. Tradicionalmente, econometristas tém sugerido comparar o tamanho provavel do viés devido a
omissio de x, com a redugdo na variancia — resumida no tamanho de R? — para decidir se x, deve
ser incluido. Entretanto, quando B, # 0, ha duas razdes favordveis para incluir x, no modelo. A mais
importante delas é que qualquer viés em 3, ndo diminui quando o tamanho da amostra cresce; de
fato, o viés ndo segue, necessariamente, qualquer padrao. Portanto, podemos em geral pensar o vi€s
cOmO mais ou menos 0 mesmo para qualquer tamanho de amostra. De outro lado, Var(8,) e Var(8,)
tendem a zero quando n torna-se grande, o que significa que a multicolinearidade induzida pela adi-
¢do de x, torna-se menos importante quando o tamanho da amostra cresce. Em amostras grandes,
prefeririamos 3 "

A outra razdo para preferir ,él ¢ mais sutil. A férmula da varidncia em (3.55) estd condicionada
aos valores de x, € x, na amostra, o que oferece o melhor cenario para f3 ;- Quando B, # 0, a varian-
ciade Bl condicionada somente a x; € maior que aquela apresentada em (3.55). Intuitivamente, quan-
do B, # 0 e x, € excluido do modelo, a variancia do erro aumenta porque o erro efetivamente contém
parte de x,. Mas, (3.55) ignora o aumento da varidncia do erro porque ela trata ambos os regressores
como nao-aleatérios. Uma discussdao completa de quais varidveis independentes deveriam ser condi-
cionadas nos desviaria demais de nosso caminho. E suficiente dizer que (3.55) € bastante generosa
quando ela aparece para medir a precisdo de Bl.

Estimacao de o?: Os Erros-Padrao dos Estimadores de MQO

Vamos, agora, mostrar como escolher um estimador no-viesado de o*, que nos permitird obter esti-
madores ndo-viesados de Var(f3 )

) . I . L, e
Como o = E(u%). um “estimador” nio-viesado de o> é a média amostral dos erros quadrados:
n
n~' Y ul. Infelizmente, esse ndo é um estimador verdadeiro, pois néo observamos os ;. Nao obstante,
i—1
lembre-se de que os erros podem ser escritos como u, =y, — B, — B, x;, = By X, — ... ~ B, x,, e a
razado real de nao observarmos os ¥; € que ndo conhecemos os ;. Quando substituimos cada §3; por seu

estimador de MQO, obtemos os residuos de MQO:

U, =y, =By = By = By — -~ B

Parece natural estimar 0% ao substituir «; por i, No caso da regressdo simples, vimos que isso leva a
. . . ~ . 2 -~ e e
um estimador viesado. O estimador ndo-viesado de o~ no caso geral da regressdo miiltipla €

52 = (2 u,%)/ (n—k—1)=SQR/(n — k - 1). (3.56)

i=1

Ja encontramos esse estimador no caso k = 1 da regressdo simples.

O termo n — k — 1 em (3.56) representa os graus de liberdade (gl) do problema geral de MQO
com n observagoes e k varidveis independentes. Como hd k + 1 pardmetros em um modelo de regres-
sdo com k varidveis independentes e um intercepto, podemos escrever
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gl=n—-(k+1)
= (nimero de observactes) — (nimero de parametros estimados)

Essa é a maneira mais facil de calcular os graus de liberdade em uma aplicagdo particular: conte o
nimero de parametros, incluindo o intercepto, € subtraia esse valor do nimero de observagdes. (No
caso raro em que o intercepto nao € estimado, o nimero de parametros diminui em um.)
Tecnicamente, a divisdo por n — k — 1 em (3.56) € proveniente do fato de que o valor esperado
da soma dos residuos quadrados é E(SQR) = (n — k — 1) o, Intuitivamente, podemos entender
porque o ajustamento de graus de liberdade € necessério ao retornarmos as condigdes de primeira

ordem dos estimadores de MQO. Elas podem ser escritas como Y, u,= 0 e Y, x,;i;= 0, onde j = 1,

i=1 i=
2, ..., k. Assim, na obteng¢do dos estimadores de MQO, k + 1 restrigdes sdo impostas sobre os residuos
de MQO. Isso significa que, dados n — (k + 1) dos residuos, os k + 1 residuos restantes sdo conhe-
cidos: ha somente n — (k + 1) graus de liberdade nos residuos. (Isso pode ser contrastado com os
erros u;, os quais tém n graus de liberdade na amostra.)

Para referéncia, vamos resumir essa discussao com o Teorema 3.3. Provamos esse teorema para o
caso da andlise de regressdo simples no Capitulo 2 (veja o Teorema 2.3). (No Apéndice E, disponivel
no site de Thomson, € dada uma prova geral, que requer algebra matricial.)

TEOREMA 3.3 (ESTIMADOR NAO-VIESADO DE ¢?)
Sob as hipbteses de Gauss-Markov RLM.1 a RLM.5, E(6°%) = o>

A raiz quadrada positiva de &2, denominada &, é chamada Erro-Padrio da Regressao (EPR).
O EPR € um estimador do desvio-padrio do termo erro. Essa estimativa € usualmente informada pelos
programas de regressdo, embora ela seja chamada de nomes diferentes pelos diferentes programas.
(Além de EPR, & também é chamado erro-padrdo da estimativa e a raiz do erro quadrado médio.)

Observe que 0 pode diminuir ou aumentar quando outra varidvel independente € acrescentada a
uma regressao (para uma dada amostra). Isso ocorre pois, embora SQR deva cair quando outra varia-
vel explicativa é adicionada, os graus de liberdade também diminuem em um. Como SQR est no
numerador e g/ estd no denominador, ndo podemos dizer, de antemao, qual efeito prevalecerad.

Para construir intervalos de confianga e conduzir testes no Capitulo 4, precisaremos estimar o des-
vio-padrao de B, que € exatamente a raiz quadrada da variancia:

dp(éj) = U/[SQTJ(I - R})]llz‘

Como o € desconhecido, ele é substituido pelo seu estimador, &. Isso nos da o erro-padrio de ﬁj:
ep(B) = &/[SQT,(1 — RH]"™. (3.58)

Assim como as estimativas de MQO podem ser obtidas para qualquer amostra dada, os erros-padrao
também podem. Como ep(3;) depende de &, o erro-padrio tem uma distribuigdo amostral, que desem-
penhard um papel importante no Capitulo 4.
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Devemos enfatizar algo sobre os erros-padrdo. Como (3.58) € obtido diretamente da férmula da
varidncia em (3.51), e como (3.51) se apdia na hipétese de homoscedasticidade RLM.5, a férmula do
erro-padrdo em (3.58) ndo € um estimador valido de dp(j3,) se os erros exibem heteroscedasticidade.
Assim, enquanto a presenca de heteroscedasticidade ndo causa viés em 8, ela leva viés da férmula
usual da Var(B)), o que invalida, portanto, os erros-padrao. Isso € importante porque qualquer progra-
ma de regressdo calcula (3.58) como o erro-padrio basico de cada coeficiente (com uma interpretagio
um pouco diferente para o intercepto). Se suspeitarmos de heteroscedasticidade, entfo os erros-padrio
de MQO “habituais” ndo sao validos, e alguma agdo corretiva deve ser tomada. No Capitulo 8, vere-
mos quais métodos estdo disponiveis para trabalhar com a heteroscedasticidade.

3.5 EFICIENCIA DE MQO: O TEOREMA DE GAUSS-MARKOV

Nesta se¢do, apresentaremos e discutiremos o importante Teorema de Gauss-Markov, que justifica o
uso do método de MQO em vez de usar uma variedade de estimadores concorrentes. J4 conhecemos
uma justificativa para MQO: sob as hipéteses RLM.1 a RLM.4, MQO € nio-viesado. Entretanto, h4
muitos estimadores ndo-viesados de 3; sob essas hipéteses (por exemplo, veja o Problema 3.12).
Poderia haver outros estimadores nio-viesados com varidncias menores que as dos estimadores de
MQO?

Se limitarmos apropriadamente a classe de estimadores concorrentes, podemos mostrar que MQO
¢ o melhor dentro de sua classe. Especificamente, argumentamos que, sob as hipéteses RLM.1 a
RLM.5, o estimador de MQO B; para B; € o melhor estimador linear nio-viesado (Best Linear
Unbiased Estimator — BLUE). A fim de formular o teorema, precisamos entender cada componente
da sigla “BLUE”. Primeiro, sabemos o que € um estimador: ele é uma regra que pode ser aplicada a
qualquer amostra de dados para produzir uma estimativa. Também sabemos o que € um estimador nio-
viesado: no contexto corrente, um estimador, por exemplo ,B de B; € um estimador n3o-viesado de §;
se E(B) = B; para qualquer By, By, .... By

E o que dizer sobre o significado do termo “linear”? No contexto atual, um estimador B de B; € linear
se, € somente se, ele puder ser expresso como uma fungio linear dos dados da varidvel dependente

Bi=2 W, (3.59)

i=1

em que cada w;; pode ser uma fungdo dos valores amostrais de todas as varidveis independentes. Os
estimadores de MQO sdo lineares, como pode ser visto na equagao (3.22).

Finalmente, como definir “0 melhor”? Para o teorema corrente, o melhor € definido como a
varidncia menor. Dados dois estimadores nio-viesados, € 16gico preferir aquele com a varidncia menor
(veja o Apéndice C, disponivel no site de Thomson).

Agora, vamos chamar de S, B, ..., B os estimadores de MQO do modelo (3.31) sob as hip6te-
ses RLM.1 a RLM.5. O Teorema de Gauss-Markov diz que, para qualquer estimador §; que
€ linear e nao-viesado, Var(Bj) = Var( BJ) e a desigualdade € geralmente estrita. Em outras palavras,
na classe dos estimadores lineares ndo-viesados, MQO tem a menor variancia (sob as cinco hipéteses
de Gauss-Markov). De fato, o teorema diz mais do que isso. Se desejarmos estimar qualquer fungio
linear de S3;, a combinagdo linear correspondente dos estimadores de MQO alcanga a menor varidncia
entre todos os estimadores nio-viesados. Vamos concluir com um teorema, o provado no Apéndice 3A,
disponivel no site da Thomson.
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TEOREMA 3.4 (TEOREMA DE GAUSS-MARKOV)
Sob as hipéteses RLM.1 a RLM.5, B, B,, ---» B, 530 0s melhores estimadores lineares nao-viesados (BLUES)
de By, B, ..., B respectivamente. ‘

E por causa desse teorema que as hipéteses RLM.1 a RLM.5 sdo conhecidas como as hipéteses de
Gauss-Markov (para a andlise de corte transversal).

A importéncia do Teorema de Gauss-Markov € que, quando um conjunto padrdo de hipéteses se
mantém, nio necessitamos procurar por estimadores ndo-viesados alternativos da forma expressa em
(3.59): nenhum ser4 melhor que MQO. Equivalentemente, se somos apresentados a um estimador que
é tanto linear como nio-viesado, entio sabemos que a variancia desse estimador € pelo menos to gran-
de quanto a variancia de MQO; nenhum célculo adicional € necessério para mostrar isso.

Para nossos propdsitos, o Teorema 3.4 justifica o uso de MQO para estimar modelos de regressao
miiltipla. Se qualquer uma das hipéteses de Gauss-Markov for violada, o teorema nio € mais valido.
J4 sabemos que a falha da hipétese de média condicional zero (hipétese RLM.3) faz com que MQO
seja viesado, de modo que o Teorema 3.4 também deixa de ser vilido. Também sabemos que a hete-
roscedasticidade (falha da hipétese RLM.5) ndo faz com que MQO seja viesado. Entretanto, MQO nio
tem mais a menor variancia entre os estimadores lineares ndo-viesados na presenga da heteroscedasti-
cidade. No Capitulo 8, analisaremos um estimador que melhora MQO quando conhecemos o tipo da
heteroscedasticidade.

1. O modelo de regressao miiltipla nos permite, efetivamente, manter os outros fatores fixos ao exa-
minarmos os efeitos de uma variavel independente particular sobre a varidvel dependente. Ele permite,
explicitamente, que as varidveis sejam correlacionadas.

2. Embora o modelo seja linear em seus pardmetros, ele pode ser usado para modelar refugges
nio-lineares ao se escolher, apropriadamente, as varidveis dependente e independente.

3. O método de minimos quadrados ordindrios € facilmente aplicado para estimar o 1nodelo de re-
gressdo multipla. Cada estimativa de inclinagdo mede o efeito parcial da varidvel independente corres-
pondente sobre a varidvel dependente, mantendo todas as outras varidveis independentes fixas.

2, - . .. . cal e
4. R~ é aproporgio da varia¢iio amostral da varidvel dependente explicada pelas varidveis indepen-
dentes, e € utilizado como uma medida do grau de ajuste. E importante ndo dar importancia demais ao
ol . ~ 2ot
valor do R™ na avaliagdo de modelos econométricos.

5. Sob as primeiras quatro hipéteses de Gauss-Markov (RLM.1 a RLM.4), os estimadores de MQO
sdo ndo-viesados. Isso implica que incluir uma varidvel irrelevante em um modelo nao tem nenhum
efeito sobre a inexisténcia de viés dos estimadores de intercepto e de inclinagdo. De outro lado, omitir
uma varidvel importante faz com que MQO seja viesado. Em muitas circunstancias, a dire¢do do viés
pode ser determinada.

6. Sob as cinco hipéteses de Gauss-Markov, a varifincia de um estimador de inclinagdo de MQO ¢é
dada por Var( [3,) = 02/[SQT,(1 — R;*-)]. Quando a variancia do erro o® cresce, © mesmo ocorre com
Var( éj), enquanto Var( BAJ.) diminui quando a variagdo amostral em x;, SQT;, aumenta. O termo Rf
mede a magnitude da colinearidade entre x; € as outras varidveis explicativas. Quando R_f aproximas-
se de um, Var(3) é ilimitada.
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7. Adicionar uma varidvel irrelevante a uma equagdo geralmente aumenta as variancias dos demais
estimadores de MQO, por causa da multicolinearidade.

8. Sob as hipéteses de Gauss-Markov (RLM.1 a RLM.5), os estimadores de MQO sdo os melhores
estimadores lineares nao-viesados (BLUE).

3.1 Usando os dados do arquivo GPA2.RAW sobre 4.137 estudantes de curso superior nos Estados
Unidos, estimou-se a seguinte equagdo por MQO:

nmgrad = 1,392 — 0,0135 emperc + 0,00148 sar
n = 4.137, R> = 0,273,

em que nmgrad € mensurada em uma escala de quatro pontos, emperc € o percentil da turma de for-
mados do ensino médio (definido de modo que, por exemplo, emperc = 5 significa os cinco por
cento melhores da sala), e sat € uma nota média ponderada de matematica e habilidade verbal do
estudante para ingresso em curso superior.

(i) Por que faz sentido que o coeficiente de emperc seja negativo?

(ii) Qual € o valor previsto de nmgrad quando emperc = 20 e sat = 1.050?

(iii) Suponha que dois alunos do ensino médio, A e B, estejam no mesmo percentil no ensino
médio, mas a nota sat do Estudante A foi 140 pontos maior (cerca de um desvio-padrio na
amostra). Qual € a diferenga prevista em ningrad para esses dois estudantes? A diferenga ¢
grande? '

(iv) Mantendo emperc fixo, que diferenga na nota sat levaria a uma diferenga prevista de nmgrad
de 0,507 Comente sua resposta.

3.2 Os dados do arquivo WAGE2.RAW, sobre homens que trabalham, foram utilizados para estimar
a seguinte cquagao:

educ = 10,36 — 0,094 irms + 0,131 educm + 0,210 educp
n=722,R> =0214,

em que educ € anos de escolaridade formal, irms € o nimero de irmaos, educm € anos de escolari-
dade formal da mie e educp € anos de escolaridade formal do pai.

(i) irms tem o efeito esperado? Explique. Mantendo educm e educp fixos, em quanto deveria
irms aumentar para reduzir os anos previstos da educagio formal em um ano? (Uma respos-
ta incompleta € aceitdvel aqui.)

(i1) Discuta a interpretagio do coeficiente de educm.

(iii) Suponha que o Homem A ndo tenha irmaos, e sua mie ¢ seu pai tenham, cada um, 12 anos
de educag@o formal. Suponha também que o Homem B n3o tenha irmios, e sua mae e seu
pai tenham, cada um, 16 anos de educagio formal. Qual € a diferenca prevista em anos de
educagdo formal entre B e A?
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3.3 O modelo seguinte é uma verséo simplificada do modelo de regressdo multipla usado por Biddle
e Hamermesh (1990) para estudar a escolha entre o tempo gasto dormindo e trabalhando e para
observar outros fatores que afetam o sono:

dormir = B + B trabtot+ B,educ + Bsidade + u,

em que dormir e trabtot (trabalho total) sdo mensurados em minutos por semana € educ e idade sio
mensurados em anos. (Veja também o Problema 2.12.)

(i) Se os adultos escolhem entre dormir e trabalhar, qual € sinal de 3,?
(i1) Que sinais voc€ espera que 3, € 35 terdo?
(iii) Usando os dados do arquivo SLEEP75.RAW, a equacgio estimada ¢

dormir = 3.638,25 — 0,148 trabtot — 11,13 educ + 2,20 idade
n = 706, R* = 0,113.

Se alguém trabalha 5 horas a mais por semana, qual € a queda, em minutos, no valor esper-
ado de dormir? Esse valor representa uma escolha grande?

(iv) Discuta o sinal e a magnitude do coeficiente de educ.

(v) Vocé diria que trabtot, educ e idade explicam muito da variagdo de dormir? Quais outros
fatores poderiam afetar o tempo gasto dormindo? E provével que eles scjam correlaciona-
dos com trabtot?

3.4 O saldrio inicial (mediano) para recém-formados em direito € determinado pela equagio

log(saldrioim) = B, + B,lsat+ Bynmgrad + Bilog(volbib) + Bjlog(custo) + Bsrank + u,

em que /sat € a nota mediana do Isar (nota de ingresso no curso de direito) dos recém-formados,
nmgrad € a nota mediana dos recém-formados nas disciplinas do curso de direito, volbib € o niime-
ro de volumes da biblioteca da escola de direito, custo é o custo anual da escola de direito e rank ¢é
a classificagiio da escola de direito (com rank = 1 sendo o melhor posto de classificagio).

(i) Explique a razao de esperarmos B5 =< 0.

(i1) Quais sdo os sinais que vocé espera para os outros parametros de inclinagido? Justifique sua
resposta.

(iii) Utilizando os dados do arquivo LAWSCH85.RAW, a equacao estimada é

log(saldrioim) = 8,34 + 0,0047 Isat + 0,248 nmgrad + 0,095 log(volbib)
+ 0,038 log(custo) — 0,0033 rank
n =136, R* = 0,842.

Qual € a diferenga ceteris paribus prevista no salario para as escolas com um nmgrad media-
no diferente em um ponto? (Descreva sua resposta em percentual.)

(iv) Interprete o coeficiente da varidvel log(volbib).
(v) Vocé diria que € melhor freqiientar uma escola de direito que tem uma classificagdo melhor?
Qual € a diferenca no saldrio inicial esperado para uma escola que tem uma classificagdo
igual a 20?
3.5 Em um estudo que relaciona a nota média em curso superior (nmgrad) ao tempo gasto em varias
atividades, vocé distribui uma pesquisa para varios estudantes. Os estudantes devem responder quan-
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tas horas eles despendem, em cada semana, em quatro atividades: estudo, sono, trabalho e lazer. Toda
atividade € colocada em uma das quatro categorias, de modo que, para cada estudante, a soma das
horas nas quatro atividades deve ser igual a 168.

(1) No modelo

nmgrad = B + Bestudar + B,dormir + Bitrabalhar + B,lazer + u,

faz sentido manter dormir, trabalhar ¢ lazer fixos, enquanto estudar varia?

(ii) Explique a razdo de esse modelo violar a hipétese RLM.4.

(iii) Como vocé poderia reformular o modelo, de modo que seus parametros tivessem uma inter-
pretagio util e ele satisfizesse a hipotese RLM.4?

3.6 Considere 0 modelo de regressido miltipla contendo trés varidveis independentes, sob as hipdte-
ses RLM.1 a RLM.4:

Yy =Bo+ Bix; + Bxy + Baxz + u

Vocé esta interessado em estimar a soma dos parametros de x, e x,; chame-a de 6, = B, + B..
Mostre que 6, = 8, + 3, € um estimador ndo-viesado de 6.

3.7 Quais dos seguintes itens podem fazer com que os estimadores de MQO sejam viesados?

(1) Heteroscedasticidade.

(i) Omitir uma varidvel importante.

(iii) Um coeficiente de correlagdo amostral de 0,95 entre duas varidveis independentes incluidas
no modelo.

3.8 Suponha que a produtividade média do trabalhador da indistria (prodmed) dependa de dois fato-
res — horas médias de treinamento do trabalhador (treinmed) e aptiddo média do trabalhador
(aptidmed):

prodmed = B, + B, treinmed + B,aptidmed + u.

Assuma que essa equagdo satisfaga as hipdteses de Gauss-Markov. Se um subsidio foi dado as
empresas cujos trabalhadores tém uma aptidio menor do que a média, de modo que treinmed €
aptidmed sejam negativamente correlacionados, qual € o provavel viés em B, obtido da regressdo
simples de prodmed sobre treinmed?

3.9 A equagao seguinte descreve o pre¢o mediano das residéncias de uma comunidade em termos
da quantidade de poluigdo (oxn, de 6xido nitroso) e do niimero médio de cdmodos nas residéncias da
comunidade (comods):

log(pregco) = Bo + Bilog(oxn) + Bycomods + u.

(i) Quais sdo os provaveis sinais de 8, e 3,? Qual € a interpretagdo de 3,? Explique.

(ii) Por que oxn [ou, mais precisamente, log(oxn)] e comods deveriam ser negativamente corre-
lacionados? Se esse € o caso, a regressao simples de log(prego) sobre log(oxn) produz um
estimador viesado para cima ou para baixo de 3,7
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(iii) Utilizando os dados do arquivo HPRICE2.RAW foram estimadas as seguintes equagdes:

log(pfego) = 11,71 — 1,043 log(oxn), n = 506, R> = 0,264.
log(pfego) = 9,23 — 0,718 log(oxn) + 0,306 comods, n = 506, R> = 0,514.‘

A relagio entre as estimativas da elasticidade do prego das regressoes simples € multipla € a que vocé
previu, tomando como base suas respostas na parte (ii)? Pode-se dizer que —0,718 est4 claramente
mais proximo da elasticidade verdadeira que —1,043?

3.10 Suponha que o modelo populacional que determina y seja:
Yy = Bo + Bixi + Boxa t Baxs t u,

e esse modelo satisfaz as hip6teses de Gauss-Markov. Entretanto, estimamos o modelo que omite x5.
Sejam B, B, € B, os estimadores de MQO da regressao de y sobre x, € x,. Mostre que o valor espe-
rado de B, (dados os valores das varidveis independentes da amostra) €

. 2 P X3
E(B) =B, +B;,

em que os 7, sdo os residuos de MQO da regressdo de x, sobre x,. [Sugestdo: a férmula de B | €
proveniente da equagio (3.22). Coloque y; = By + B,x;; + BoXip T Bix;z + u; nessa equacio. Apés
alguma dlgebra, aplique o operador esperanga, tratando x;; € 7, como ndo-aleatorios.]

3.11 A seguinte equagdo representa os efeitos das receitas totais de impostos sobre o crescimento
subseqiiente do emprego para a popula¢ido de municipios dos Estados Unidos:

cresc = By + Byparc, + Byparc, + Byparc, + outros fatores,

em que cresc € a variagdo percentual do emprego de 1980 a 1990, enquanto o total das receitas de
impostos tem a seguinte distribui¢do: parc, € a parcela dos impostos sobre a propriedade, parc, € a
parcela das receitas de impostos sobre a renda e parc, € a parcela das receitas de impostos sobre as
vendas. Todas essas varidveis estio mensuradas em 1980. A parcela omitida, parc,, inclui taxas e
impostos variados. Por defini¢do, as quatro parcelas somam um. Outros fatores incluiriam despesas
com educagdo, infra-estrutura, e assim por diante (todos mensurados em 1980).

(i) Por que devemos omitir uma das varidveis de parcela de impostos da equagdo?
(i) Dé uma interpretacdo cuidadosa de 3.

3.12 (i) Considere o modelo de regressio simples y = B8, + 8,x + u, sob as primeiras quatro hip6te-
ses de Gauss-Markov. Para alguma fungio g(x), por exemplo, g(x) = x° ou g(x) = log(l + x7),
defina z; = g(x;). Defina um estimador de inclinagdo como

B,=<i<q—zmy(i<q—zn).

i=1 i=
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Mostre que 3, € linear e ndo-viesado. Lembre-se: como E(ulx) = 0, vocé pode tratar tanto x; como
z; como nao-aleatdrios em sua derivagao.

(i1) Acrescente a hip6tese de homoscedasticidade, RLM.5. Mostre que

. n n 2
Var(B,) = 02<2 (z, — 2)2>/(2 (z, — Z)x‘) )

i=1 i=1

(iii) Mostre diretamente que, sob as hipéteses de Gauss-Markov, Var([§l) = Var(él), em que BI
é o estimador de MQO. [Sugestdo: a desigualdade de Cauchy-Schwartz do Apéndice B
(disponivel no site da Thomson) implica que

(n"' ﬁ: (z, — )x; — E)>~ = (n" ﬁ‘, (z, — Z)2><n"' i (x; = X)2>;
i= 1

i=| i=1

Observe que podemos retirar x da covariancia amostral.]

3A.1 Derivagdo das Condigées de Primeira Ordem da Equacao (3.13)

A andlise € muito similar a do caso da regressdo simples. Devemos caracterizar as solugdes para o
problema

(03

:- n

min — - - = 2
by b, b, E(_v,. by— b, x,, — ... = b x,).

e i=1

Considerando as derivadas parciais em relagdo a cada um dos b; (veja o Apéndice A, disponivel no
site da Thomson), avaliando-as nas solugdes ¢ igualando-as a zero resulta

—2 2 v; = Bn e T Bk X =0

i=1

-2 Z Xy, — [3'() - BI Xy = e~ Byx;) = 0,paratodoj =1, .., k.

i=1
Cancelando —2 obtemos as condigdes de primeira ordem em (3.13).

3A.2 Derivacao da Equacao {3.22)

Para derivar (3.22), escreva x;, em termos de seus valores estimados ¢ seus residuos a partir da
regressdo de x, sobre x5, ..., 5,2 x;, = X, + 7, paratodo i = 1, ..., n. Agora, insira essa expressdo na
segunda equacdo de (3.13).

i ('2 I’”)(y B() Bl . ﬁk xik) =0 (3.60)
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Pela defini¢do do residuo de MQO i, como x,, € exatamente uma fungao linear das varidveis expli-

n
cativas x,, ..., X;;, segue que Y, £, 4, = 0. Portanto, a equagio (3.60) pode ser expressa como
i=1

n

2 P 0= By~ Byxy — o~ Byx) =0 (3.61)
i=1
Como os 7, sio os residuos da regressdo de x, sobre x,, ..., X E x;F, = 0,paratodoj =2, .., k.
Portanto, (3.61) é equivalente a Y, r, O — é ; X;) = 0. Finalmente, usamos o fato de que 2 X, P =0,

i=1 i=1

o que significa que B, soluciona

2 70, =B, 7)) =0

i=1

n
Agora, com um pouco de 4lgebra chegamos a (3.22), desde que, evidentemente, D, 72 > 0; isso €

i=1

garantido pela hipétese RLM.4.

3A.3 Prova do Teorema 3.1

Vamos provar o Teorema 3.1 para ﬁl; a prova para os outros parimetros de inclinagio €, virtualmen-
te, idéntica. (Veja o Apéndice E, disponivel no site da Thomson para uma prova mais sucinta utili-
zando matrizes.) Sob a hipétese RLM.4, os estimadores de MQO existem, € podemos escrever 8,

como em (3.22). Sob a hlpOthe RLM.1, podemos escrever y; como em (3. 37) substitua-o pelo y; de
(3.22). Entdo, usando E r, =0, 2 X F,=0,paratodoj =2, .., ke 2 X Fi 2 72, temos

i=1 i=1 i=1

B=B+ (E )/(E ) (3.62)

i=1 [ =

Agora, sob as hip6teses RLM.2 e RLM.3, o valor esperado de cada u;, dadas todas as varidveis inde-
pendentes na amostra, € zero. Como os 7, sdo justamente fungdes das varidveis indcpendentes da

amostra, segue-se que

E(B,1X) =B, + (2 7 By, |X>>/<'2' ‘71)

i=1 i=1

em que X representa os dados de todas as variaveis independentes, e E( ,é, | X) € o valor esperado de
B, dado x;,, ...., x, para todo i = 1, ..., n. Isso completa a prova.
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3A.4 Viés de Variavel Omitida no Modelo Geral

Podemos derivar o viés de variavel omitida no modelo geral da equagdo (3.31) sob as quatro primei-
ras hipéteses de Gauss-Markov. Em particular, sejam Bj, J =0, 1, ..., k os estimadores de MQO da

regressao ao se usar o conjunto completo de varidveis explicativas. Sejam B»j=0,1,...k—1os
estimadores de MQO da regressdo que omite x,. Sejam 8j, J =1, ..,k —1os coeficientes de incli-
nag@o de x; da regressdo auxiliar de x;, sobre x;;, X;3, ..., X; — 1, i = 1, ..., n. Um fato til € que

A~

B,=B,+B,5. (3.63)

Isso mostra explicitamente que, quando no controlamos x; na regressao, o efeito parcial esti-
mado de x; € igual ao efeito parcial quando incluimos x; mais o efeito parcial de x, sobre y vezes a
relagdo parcial entre a varidvel omitida, x;, € x;, j < k. Condicionado ao conjunto inteiro de varidveis
explicativas, X, sabemos que os [§j sdo todos ndo-viesados para os correspondentes 3;, j = 1, ..., k.
Além disso, como & ; € exatamente uma fungdo de X, temos

E(B.|X) = E(B,|X) + E(B,|1X) 5,
(B1X) = EB|1X) + EBI 0, (3.64)
=B+ B, o,

A equacio (3.64) mostra que [5’j ¢ viesado para 3, a menos que B, = 0 — caso em que x; nio
tem efeito parcial na populagdo —, ou §; € igual a zero, o que significa que .x; € x;; sdo parcialmente
nao-correlacionados na amostra. A chave para obter a equacio (3.64) € a equagio (3.63). Para mostrar
a equagao (3.63), podemos usar a equagdo (3.22) virias vezes. Por simplicidade, vamos olhar paraj = 1.
Agora, Bl € o coeficiente de inclinagdo da regressio simples de y; sobre 7, i = 1 ..., n, em que os T,
sao os residuos de MQO da regressdo de x;; sobre x5, x;3, ..., x;; — ;. Considere o numerador da

n ~ A A
expressdo de B,: D, 7, v, Para cada i, podemos escrever y, = 8, + 3, x; + ...+ B,x, + u. e colocar
i=1
em y;. Agora, pelas propriedades dos residuos de MQO, os 7, tém média amostral zero e siio nio-
correlacionados com x;5, X;3, ..., X;x — ; Na amostra. Semelhantemente, os i, t€m média amostral zero e
correlagdo amostral zero com x;y, Xy, ..., Xy Segue-se que os 7, € il, s30 ndo-correlacionados na amos-
tra (visto que os 7,, S30 exatamente uma combinagao linear de x;, x;, ..., X; ;. — ;). Assim

2”: P ¥ = Br (i ;ilxil> +BAk (i 7'uxik) : (3.65)

i=1 i=1 i=1

n n -
Agora, Y, 7, x, = D, 72, que é também o denominador de B,- Portanto, mostramos que

i=1 i=1

Essa € a relagdo que querfamos mostrar.
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3A.5 Prova do Teorema 3.2

Novamente, vamos provar o teorema para j = 1. Escreva 8, como na equagdo (3.62). Agora, sob
RLM.5, Var(u|X) = o’ para todo i = 1, ..., n. Sob amostragem aleatéria, os u; sdo independentes,
mesmo condicionados a X, e os 7, sdo ndo-aleatérios condicionados a X. Portanto,

Var(B, 1X) = (2 72 Var(y, IX))/(E z )2

i=1 i=1

n
Agora, visto que Y, 72 & a soma dos quadrados dos residuos da regressio de x, sobre x, ..., X, D, 72 =

i=1 i=1

SQT,(1 — R?). Isso completa a prova.

3A.6 Prova do Teorema 3.4

Mostramos que, para qualquer outro estimador linear nao-viesado [§ ; de By, Var( B~1) = Var(,él ), em
que B, € o estimador de MQO. Nao se perde generalidade ao jogarmos o foco em j = 1.
Para 3, como na equacdo (3.59), podemos inserir em y; para obter

ﬁozw +B|2W,1 1|+'322W Xp T +Bk2wll :L+2Wn“

i=1 i=1 i=1

Agora, visto que os w;; sdo fungdes de x;,

E(B IX) B() 2 W:I +B 2 Wllxll +BZ E wllxl" +. +BA 2 wllrlk + 2 W:l E(u IX)

i=1 i=1 i=1 i=1

= By 2 w, + B, 2 w X, + B, E WX, * ...+ B, E WiXa

=1 i=1 i=1

porque E(y,1X) = 0, para todo i = 1, ..., n, sob RLM.2 e RLM.3. Portanto, para E([§, | X) igualar-se a
B, para quaisquer valores dos pardmetros, devemos ter

2 w, =0, 2 wyxy =1, 2 wyx; =0, j=2,.,k (366)
=1 A

i=1 i=1 i=

Agora, sejam 7, os residuos da regressdo de x;, sobre x;,, ..., x;. Entdo, de (3.66), segue-se que
2 Wi Py = - 18.67)

visto que x;; = X, + 7, e 2 w, X, = 0. Agora, considere a diferenca entre Var(B~l 1X) e Va.r(BAl 1X)
i=1
sob RLM.1 a RLM.5:
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i=1

ot i wk — 0'2/(2 fﬁ).

Por causa de (3.67), podemos escrever a diferenca em (3.68), sem o, como
n n 2 n v ) :
'zl Wi~ (Zl Wi ;il) /(2:l ;.21) . (369) o

No entanto, (3.69) € simplesmente

n
2 Wy — % 7% : (3.70)

i=1

emque y, = ( > w, ?”>/( > “rl.zl>, como pode ser visto ao se elevar cada termo em (3.70) ao quadra-
i=1 i=1

do, somando e cancelando os termos. Como (3.70) é exatamente a soma dos residuos quadrados da
regressio simples de w;, sobre 7, — lembre-se de que a média amostral de 7,, € zero —, (3.70) deve
ser ndao-negativo. Isso completa a prova.



Analise de Regressdo Multipla:
Inferéncia

ste capitulo continua o estudo da andlise de regressao miltipla. Vamos nos voltar agora para

o problema de testar hipoteses sobre os parametros do modelo da regressdao populacional.

Iniciaremos encontrando as distribui¢cdes dos estimadores de MQO sob a hipdtese adicional de
que o erro populacional € normalmente distribuido. As sec¢des 4.2 e 4.3 cobrem os testes de hipdteses
sobre os parAmetros individuais, enquanto a Se¢do 4.4 discute como testar uma unica hipdtese que
envolve mais de um pardmetro. Na Secdo 4.5, vamos focalizar o teste de restrigdes multiplas, bem
como dedicar atencio especial em determinar se um grupo de varidveis independentes pode ser omiti-
do do modelo.

4.1 DISTRIBUICOES AMOSTRAIS DOS ESTIMADORES DE MQO

Até este ponto, construimos um conjunto de hipdteses sob as quais 0 método MQO ¢ ndo-viesado;
também derivamos ¢ discutimos o viés causado por varidveis omitidas. Na Se¢do 3.4, obtivemos as
variincias dos estimadores de MQO sob as hipéteses de Gauss-Markov. Na se¢ido 3.5, mostramos que
essa varidncia € a menor entre os estimadores lineares ndo-viesados.

Conhecer o valor esperado e a variancia dos estimadores de MQO € 1til para descrever sua precisio.
Entretanto, para a inferéncia estatistica necessitamos conhecer mais do que apcnas os dois primeiros
momentos de B,, precisamos conhecer a distribui¢ao amostral completa de B - Mesmo sob as hipGteses
de Gauss-Markov, a distribuicio de ,B, pode ter, virtualmente, qualquer forma.

Quando estabelecemos um condicionamento aos valores das varidveis independentes de nossa
amostra, fica claro que as distribui¢des amostrais dos estimadores de MQO dependem da distribui¢ao
subjacente dos erros. Para tornar as distribui¢ées amostrais de B; passiveis de tratamento, vamos assu-
mir agora que o erro ndo-observado é normalmente distribuido na populagdo. Chamamos isso de hipé-
tese da normalidade.

HIPOTESE RLM.6 (NORMALIDADE)
O erro populacional u é independente das variaveis explicativas x;, x,, ..., x, € é normalmente distribuido,
com média zero e varidncia o: u ~ Normal(0,0%).

110
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A hipétese RLM.6 € muito mais forte que qualquer uma das nossas hipéteses anteriores. De fato,
como u € independente de x; sob RLM.6, E(ulxy, ..., x;) = E(u) = 0 e Var(ulx|, ..., x;) = Var(u) = o°.
Assim, ao fazermos a hipétese RLM.6, necessariamente estamos assumindo RLM.3 e RLM.5. Para
enfatizar que estamos assumindo mais do que antes, vamos nos referir ao conjunto completo de hipé-
teses RLM.1 a RLM.6.

Nas aplicagdes da regressdo de corte transversal, as hipéteses RLM.1 a RLM.6 sdo chamadas
hipéteses do modelo linear classico (MLC). Assim, vamos nos referir ao modelo sob essas seis
hipéteses como o modelo linear clissico. E melhor pensar as hipéteses do MLC como contendo
todas as hipédteses de Gauss-Markov mais a hipétese de um termo erro normalmente distribuido.

Sob as hipéteses do MLC, os estimadores de MQO [?0, BI y ooy ﬁk tém uma propriedade de eficién-
cia mais forte do que teriam sob as hipéteses de Gauss-Markov. Pode-se mostrar que os estimadores
de MQO sido os estimadores nao-viesados de variincia minima, o que significa que MQO tem a
menor variancia entre os estimadores nao-viesados; ndo temos mais de restringir nossa comparagao
com os estimadores que s3o lineares em y;. Essa propriedade de MQO sob as hipéteses do MLC € dis-
cutida mais adiante, no Apéndice E.

Uma maneira sucinta de resumir as hipéteses do MLC na populagio é

ylx ~ Normal(8, + B,x, + B,x, + ... + B,x,, o),

em que x €, novamente, uma maneira de escrever (x, ..., x;). Assim, condicionado a x, y tem uma dis-
tribui¢d@o normal com média linear em x,, ..., x; € uma variancia constante. Para uma tnica varidvel
independente x, essa situagdo estd ilustrada na Figura 4.1.
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O argumento para justificar a distribui¢do normal dos erros € usualmente este: como u € a soma
de muitos fatores diferentes nao-observados que afetam y, podemos invocar o teorema do limite cen-
tral (veja Apéndice C, disponivel na pagina do livro, no site www.thomsonlearning.com.br) para con-
cluir que ¥ tem uma distribui¢do normal aproximada. Esse argumento tem algum mérito, mas ndo sem
debilidades. Primeiro, os fatores em u podem ter distribuicbes muito diferentes na populagdo (por
exemplo, a aptiddo e a qualidade da educagdo no erro de uma equagio de saldrio). Embora o teorema
do limite central (TLC) possa ainda ser valido em tais casos, a aproximagio & normal pode ser insatis-
fatéria, dependendo de quantos fatores aparecem em u e de quio diferentes sdo suas distribuigoes.

Um problema mais sério com o argumento do TLC € que ele assume que todos os fatores nio-
observados afetam y de um modo separado e aditivo. Nada garante que isso seja assim. Se u € uma fun-
¢do complicada dos fatores ndo-observados, entdo o argumento do TLC realmente nio se aplica.

Em qualquer aplicagio, saber se a normalidade de u pode ser assumida é uma questdo empirica.
Por exemplo, ndo ha teorema dizendo que saldrioh condicionado a educ, exper € perm é normalmen-
te distribuido. De qualquer modo, o simples raciocinio sugere que o oposto € verdadeiro: visto que o
salério por hora nunca pode ser menor que zero, ele ndo pode, estritamente falando, ter uma distribui-
¢do normal. Além disso, visto que ha leis de saldrio minimo, alguma fragio da populagio ganha exata-
mente o saldrio minimo, o que viola a hipétese de normalidade. Contudo, como uma questdo pratica,
podemos perguntar se a distribui¢ao condicional do saldrio estd “préxima” de ser normal. A evidéncia
empirica passada sugere que normalidade ndo € uma boa hipétese para os saldrios.

Freqiientemente, fazer uma transformagéo, especialmente tomando o log, produz uma distribui-
¢do que estd mais préxima da normal. Por exemplo, algo como log(prego) tende a ter uma distribuigao
que parece mais normal do que a distribuicdo de preco. Uma vez mais, essa é uma questio empirica.
Discutiremos as conseqiiéncias da normalidade para a inferéncia estatistica no Capitulo 5.

Ha alguns exemplos em que RLM.6 € claramente falsa. Sempre que y assume apenas alguns valo-
res, ela ndo pode ter uma distribui¢do préxima de uma distribui¢ao normal. A varidvel dependente do
Exemplo 3.5 d4 um bom exemplo. A varidvel npre86, o nimero de vezes que um homem jovem foi
preso em 1986, assume um conjunto pequeno de valores inteiros e € igual a zero para a maioria dos
homens. Assim, npre86 esta longe de ser normalmente distribuida. O que pode ser feito nesses casos?
Como veremos no Capitulo 5 — e isso € importante —, a normalidade dos erros nio € um problema sério
com tamanhos grandes de amostra. Por ora, vamos apenas fazer a hipétese da normalidade.

A normalidade do termo erro traduz-se nas distribui¢bes normais amostrais dos estimadores de
MQO: ‘
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TEOREMA 4.1 (DISTRIBUIGOES AMOSTRAIS NORMAIS) :
Sob as hipéteses do MLC, RLM.1 a RLM.6, condicional aos valores amostrais das variaveis independentes,

B, ~ Normal(B,,Var(8)],

onde Var(,éj) foi estudada no Capitulo 3 [equacdo (3.51)]. Portanto,

(B, — Bdp(B) ~ Normal(0,1). %
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A prova de (4.1) ndo € tao dificil, dadas as propriedades das varidveis aleatérias normalmente dis-

tribuidas descritas no Apéndice B, no site da Thomson. Cada Bj pode ser escrito como fij =B+ 2":
W Uy, onde W ?U/SQRj, f,.j € 0 i-€simo residuo da regressao de x; sobre todas as outras varié\['ei;
mdependentes e SQR; € a soma dos residuos quadrados dessa regressao [veja a equagdo (3.62)]. Como
os w; dependem somente das varidveis independentes, eles podem ser tratados com nao-aleatdrios.
Assim, B, ¢ exatamente uma combinag@o linear dos erros na amostra, {u;: i = 1, 2, ..., n}. Sob a hipé-
tese RLM.6 (e a hip6tese de amostragem aleatéria RLM.2), os erros sdo varidveis aleatérias indepen-
dentes e identicamente distribuidas com distribuigdo Normal (0, 0%). Um fato importante sobre varis-
veis aleatérias normais independentes € que uma combinag@o linear de tais varidveis € normalmente
distribuida (veja Apéndice B, disponivel no site da Thomson). Isso basicamente completa a prova. Na
Se¢do 3.3, vimos que E(ﬁj) = B, € derivamos a Var($;) na Se¢ao 3.4; ndo ha necessidade de derivar-
mos novamente €ssas expressoes.

2 IR L RBARI AT L MEAE R 3 6 UL FEO IR B ST A K h owe T v 4 ~ v sirve .

Suponha que u é independente das variaveis explicativas, e que assume os valores —2, —1, 0, 1 e 2 com
probabilidade igual a 1/5. Isto infringe as hipdteses de Gauss-Markov? Isto infringe as hipoteses do MLC?

b MR e e BEGE CARON. A€ L

A segunda parte deste teorema segue imediatamente do fato de que, quando padronizamos uma
varidvel aleat6ria normal ao subtrair dela sua média e dividi-la pelo seu desvio-padrao, obtemos uma
varidvel aleat6ria normal padronizada.

As conclusoes do Teorema 4.1 podem ser fortalecidas. Além de (4.1), qualquer combinagao linear
dos BO, B, e Bk também € normalmente distribuida, e qualquer subconjunto dos B tem uma distribui-
¢ao normal conjunta. Esses fatos estdo na base dos resultados dos testes no restante deste capitulo. No
Capitulo 5 mostraremos que a normalidade dos estimadores de MQO ainda € aproximadamente ver-
dadeira em amostras grandes, mesmo sem normalidade dos erros.

4.2 TESTES DE HIPOTESES SOBRE UM UNICO PARAMETRO
POPULACIONAL: O TESTE t |

Esta Segdo cobre o importante tépico de testar hipdteses sobre um tnico parametro da fungio de
regressdo populacional. O modelo populacional pode ser escrito como

gy “oAI AR
y=Bot+Bix;t+ ..+ B+ u i ¥

i\
¢ assumimos que ele satisfaz as hipéteses do MLC. Sabemos que MQO produz estimadores nao-vie-
sados de 3;. Nesta secfio, estudaremos como testar hipéteses sobre um particular ;. Para um entendi-
mento completo dos testes de hipéteses, devemos recordar que os §3; sio caracteristicas desconbecidas
da populagdo, e nunca os conheceremos com certeza. No entanto, podemos fazer hipdteses sobre o
valor de B, e, em seguida, utilizar inferéncia estatistica para testar nossa hipétese.

A fim de construir os testes de hip6teses, precisamos do seguinte resultado:
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\TEOREMA 4.2 (ADISTRIBUIGAO t PARA OS ESTIMADORES |
: PADRONIZADOS) f

Sob as hipéteses do MLC, RLM.1 a RLM.6,

(B BJ)/eP(B) —k—1>

em que k + 1 é o ndmero de parametros desconhecidos do modelo populacional y = By + Byx; + ... +
+ Bxe + u (k parametros de inclinagdo mais o mtercepto Bo)-

T R L R

s

2 s < AWK, fon s ate B d ,nvw.mn..cnl

Esse resultado difere do Teorema 4.1 em alguns aspectos notdveis. O Teorema 4.1 mostrou que,
sob as hipéteses do MLC, (ﬁj - B )/ep(ﬁj) ~ Normal(0,1). A distribuicio ¢ em (4.3) € proveniente do
fato de que a constante o em ep(éj) foi substituida pela varidvel aleatdria & . A prova de que isso leva a
uma distribuigdo t com n — k — 1 graus de liberdade ndo € particularmente percebida. Essencialmente,
a prova mostra que (4.3) pode ser escrita como a razdo da varidvel aleatéria normal padronizada (ﬁ —
B; )/ep(B) sobre a raiz quadrada de 6-%/0?. Pode-se mostrar que essas varidveis aleatérias sdo mdepen-
dentese (n — k — 1) 6%0” ~ Xi _t-1- O resultado decorre da defini¢do de uma variavel aleatéria ¢

(veja Segdo B.S disponivel no site da Thomson).
O Teorema 4.2 € importante porque ele nos permite testar hipéteses que envolvem os 8;. Na maio-

ria das aplicagdes, nosso principal interesse € testar a hipétese nula

em que j corresponde a qualquer uma das k varidveis independentes. E importante entender o que (4.4)
significa e ser capaz de descrever essas hipoteses em uma linguagem simples em uma determinada
aplicagdo. Como B; mede o efeito parcial de x; sobre (o valor esperado de) y, apés controlar todas as
outras varidveis independentes, (4.4) significa que, uma vez que x|, X, ..., Xj_, X4+ 1, ..., X; foram con-
siderados, x; ndo tem nenhum efeito sobre o valor esperado de y. Nao podemos expressar a hipStese
nula como “x; tem realmente um efeito parcial sobre y” porque isso € verdadeiro para qualquer outro
valor de B; que ndo zero. O teste cldssico € apropriado para testar hipdteses simples como (4.4).
Como um exemplo, considere a equagdo do saldrio

log(saldrioh) = By + Bieduc + Bexper + B;perm + u.

A hipétese nula Hy: 8, = 0 significa que, uma vez que a educagéo formal € a permanéncia foram con-
sideradas, o niimero de anos no mercado de trabalho (exper) ndo tem nenhum efeito sobre o saldrio
horério. Essa € uma hipétese economicamente interessante. Se ela € verdadeira, ela implica que o his-
térico de trabalho de uma pessoa, anterior ao emprego atual, ndo afeta o saldrio. Se 8, > 0, entdo a
experiéncia prévia de trabalho contribui para a produtividade e, portanto, para o saldrio.

Vocé provavelmente se lembra, de seus cursos de estatistica, dos rudimentos do teste de hipotese
para a média de uma populagdo normal. (H4 uma revisdo no Apéndice C, no site da Thomson.) Os
mecanismos do teste (4.4) no contexto da regressao multipla sdo muitos semelhantes. A parte dificil
est4 em obter as estimativas dos coeficientes, 0s erros-padrao e os valores criticos, mas a maior parte
desse trabalho € feita automaticamente por programas econométricos. Nosso trabalho € aprender como
o resultado da regressdo pode ser usado para testar as hipéteses de interesse.
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A estatistica que usamos para testar (4.4) (contra qualquer alternativa) € chamada “a” estatistica

el

tou “a” razdo f de ﬁj, e ¢ definida como

tp = Bj/ep(ﬁj).

Colocamos “a” entre aspas porque, como veremos em breve, para testar outras hipiteses sobre € neces-
sdria uma forma mais geral da estatistica ¢. Por ora, € importante saber que (4.5) é apropriada somente
para testar (4.4). Quando ndo houver possibilidade de causar nenhuma confusio, algumas vezes escre-
veremos ¢ no lugar de 7 .

A estatistica ¢ de B; € simples de calcular, dados S3; e seu erro-padrdo. De fato, a maioria dos
programas de regressio faz a divisdo automaticamente e informa a estatistica ¢ juntamente com cada
coeficiente e seu erro-padrio.

Antes de discutir como usar (4.5) para testar, formalmente, Hy: 8; = 0, € itil ver porque f; tem

J
caracteristicas que o tornam razoavel enquanto uma estatistica de teste para detectar 8;# 0. Em primeiro
lugar, como ep(f3;) é sempre positivo, tis,. tem o mesmo sinal de B;: se B; € positivo, entdo do mesmo
modo € Ig, € se B; € negativo, igualmente negativo € t,;j. Segundo, para um dado valor de ep(3;), um

valor maior de S; leva a valores maiores de Z; . Se B; fica mais negativo, do mesmo modo fica 3 .
J J

s

Como estamos testando Hy: B; = 0, € natural olhar nosso estimador ndo-viesado de f3;
ﬁ » como um guia. Em qualquer aplicagio interessante, a estimativa pontual Bj nunca sera exatamente

zero, seja H, verdadeira ou ndo. A questdo é: Quio distante esta [§j de zero? Um valor amostral de ﬁj
muito distante de zero fornece evidéncia contra H: ﬁ ; = 0. Entretanto, devemos reconhecer que hd um
erro amostral em nossa estimativa ﬁj, de modo que o tamanho de fp’j deve ser ponderado pelo seu erro
amostral. Como o erro-padrio de j3 ; € uma estimativa do desvio-padrdo de B i I mede quantos des-
vios-padrdo estimados B; estdo afastados de zero. Isso € precisamente o que fazemos ao testar se a
média de uma populagio € zero usando a estatistica ¢ padréo da estatistica introdutéria. Valores de 7
suficientemente distantes de zero resultardo em uma rejeicdo de H,. A regra de rejeicdo depende da
hipétese alternativa e do nivel de significincia escolhido do teste.

Determinar uma regra para rejeitar (4.4) a um dado nivel de significAncia — isto é, a probabilidade
de rejeitar H, quando ela € verdadeira — requer conhecer a distribui¢ao amostral de ¢ 3 quando H, €
verdadeira. Do Teorema 4.2, sabemos que ela € ¢, ,_,. Esse € o resultado teérico essencial necessério
para testar (4.4).

Antes de continuarmos, € importante lembrar que estamos testando hipoteses sobre pardmetros
Ppopulacionais. Nio estamos testando hipGteses sobre estimativas de uma amostra particular. Assim,
nunca fari sentido formular a hipétese nula como “Hy: 8, = 0” ou, ainda pior, como “Hy: 0,237 = 0”

quando a estimativa do parimetro for 0,237 na amostra. Estamos testando se o valor populacional des-
conhecido, 8, € zero.

Alguns tratamentos da andlise de regressdo definem a estatistica t como o valor absoluto de (4.5),
de modo que a estatistica ¢ sempre € positiva. Essa prética tem a desvantagem de tornar um pouco con-
fuso o teste contra hipéteses alternativas unilaterais. Ao longo deste livro, a estatistica t sempre tem o
mesmo sinal da estimativa do coeficiente de MQO correspondente.
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Teste contra Hipoteses Alternativas Unilaterais

A fim de determinar uma regra para rejeitar Hy, precisamos decidir sobre a hipotese alternativa rele-
vante. Primeiro, considere uma hipdtese alternativa unilateral do tipo

Hl:Bj >0.

Isso significa que ndo nos preocupamos com alternativas de H, do tipo H,:8; < 0; por alguma razéo,
talvez tomando como base a introspecgio ou a teoria econdmica, estamos excluindo os valores popu-
lacionais de B; menores.que zero. (Outra maneira de pensar a respeito € que a hipétese nula é realmen-
te Hy: B; = 0; em qualquer caso, a estatistica f; € usada como a estatistica de teste.)

Como devemos escolher uma regra de rejei¢do? Em primeiro lugar, devemos decidir sobre um
nivel de significAncia ou uma probabilidade de rejeitar H, quando ela €, de fato, verdadeira. Em ter-
mos mais concretos, suponha que decidimos por um nivel de significincia de 5%, jd que esta € a esco-
lha mais comum. Assim, estamos dispostos a rejeitar erroneamente H,, quando ela € verdadeira 5%
das vezes. Agora, embora ) tenha uma distribui¢do ¢ sob Hy — de modo que ele tem média igual a

zero —, sob a hipétese alternativa B; > 0, o valor esperado de #; € positivo. Assim, estamos procu-
J
rando um valor positivo “suficientemente grande” de ?; a fim de rejeitar Hy: 8; = 0 em favor de H,:;
7

> 0. Valores negativos de f; nao fornecem evidéncia em favor de H;.
}

A defini¢o de “suficientemente grande”, com um nivel de significancia de 5%, € o 95° percentil
de uma distribuigdo ¢ com n — k — 1 graus de liberdade; denominemos esse ponto de c. Em outras
palavras, a regra de rejeicdo ¢ que H, € rejeitada em favor de H,, ao nivel de significancia de 5%, se

De acordo com nossa escolha do valor critico ¢, a rejeicdo de H,, quando ela € verdadeira, ocorrera

em 5% de todas as amostras aleatérias.
A regra de rejei¢do em (4.7) € um exemplo de um teste monocaudal. Para obter c, necessitamos
somente do nivel de significancia e dos graus de liberdade. Por exemplo, para um teste ao nivel de 5%

e com n — k — 1 = 28 graus de liberdade, o valor critico € ¢ = 1,701. Se f5 < 1,701, néo rejeitamos
H, em favor de (4.6) ao nivel de 5%. Observe que um valor negativo de #; , ndo importando o tamanho
desse valor em termos absolutos, leva a uma negativa em rejeitar H, em favor de (4.6). (Veja a

Figura 4.2.)

O mesmo procedimento pode ser usado com outros niveis de significancia. Para um teste ao nivel
de 10% e se gl = 21, o valor critico é ¢ = 1,323. Para um nivel de significancia de 1% e se gl = 21,
¢ = 2,518. Todos esses valores criticos sdo obtidos diretamente da Tabela G.2, do Apéndice G. Vocé
deve observar um padrdo nos valores criticos: quando o nivel de significancia cai, o valor critico
aumenta, de modo que, para rejeitar Hy, exigimos um valor cada vez maior de ts - Assim, se Hy €

rejeitada, por exemplo, ao nivel de 5%, entdo ela também €, automaticamente, rejeitada ao nivel de 10%.
Nio faz sentido rejeitar a hip6tese nula, por exemplo, ao nivel de 5% e, em seguida, refazer o teste para
nos certificarmos do resultado ao nivel de 10%.

2 I AN
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Quando os graus de liberdade da distribuiggo ¢ ficam maiores, a distribuigao 7 aproxima-se da dis-
tribuicdo normal padronizada. Por exemplo, quando n — k — 1 = 120, o valor critico de 5% para a
hip6tese alternativa unilateral (4.7) € 1,658, comparavel ao valor normal padronizado de 1,645. Esses
valores, para objetivos préticos, sdo suficientemente préximos; para graus de liberdade maiores que
120, pode-se usar os valores criticos da distribui¢do normal padronizada.

Area =0,05

/
NS

0 >

regido
1,701 de rejei¢io

)
(Equacdo do Salario Horario)
Usando os dados do arquivo WAGE1.RAW, obtemos a equagdo estimada

log(saldrioh) = 0,284 + 0,092 educ + 0,0041 exper + 0,022 perm
(0,104) (0,007) (0,0017) (0,003)
n = 526, R* = 0,316,

em que os erros-padrdo aparecem em parénteses abaixo dos coeficientes estimados. Seguiremos essa conven-
¢d0 ao longo do livro. Essa equagdo pode ser usada para testar se o retorno de exper, controlando educ e
perm, é zero na populagdo, contra a hip6tese alternativa de que ele é positivo. Para tanto, escreva Hy: Bexper
= 0 versus Hy: Bewer > 0. (Nas aplicagbes, indexar um pardmetro pelo nome da variével ao qual esta
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3 associado é uma maneira habil de caracterizar os parametros, visto que os indices numéricos que usamos
sdo, em geral, arbitrarios e podem causar confusao.) Lembre-se de que Bexpe, representa o parametro popu-
lacional desconhecido. Nao faz sentido algum escrever “Hy: 0,0041 = 0" ou “Hy: ,Bexpe, = 0",

Como temos 522 graus de liberdade, podemos usar os valores criticos da distribuicdo normal padroni- ;
zada. O valor critico a 5% é 1,645, e o valor critico a 1% é 2,326. A estatistica t para Bexpe,é

= 0,0041/0,0017 = 2,41,

tli exper

O S P

e portanto Beper, OU exper, é estatisticamente significante mesmo ao nivel de 1%. Também dizemos que

"Bexpe,é estatisticamente maior que zero ao nivel de significancia de 1%".

0 retorno estimado para um ano a mais de experiéncia, mantendo fixas a permanéncia e a educa¢do
formal, ndo é muito grande. Por exemplo, acrescentar trés anos a mais aumenta log(saldrioh) em 3(0,0041)
= (,0123, de modo que o salario é somente cerca de 1,2% maior. No entanto, mostramos, de modo con-

vincente, que o efeito parcnal da experiéncia é posmvo na populagao

VLA A MY (e T e L

A hipétese alternativa unilateral cujo pardmetro € menor que zero,

Hl: Bj < 0,

també€m aparece nas aplicagbes. A regra de rejei¢iio para a hip6tese alternativa (4.8) € exatamente a
imagem espelhada do caso anterior. Agora, o valor critico vem da cauda esquerda da distribuigio 7. Na
prética, € mais facil pensar a regra de rejeicdo como

tBj < -c,

em que c € o valor critico da hip6tese alternativa H,: 8; > 0. Para simplificar, sempre assumimos que
¢ € positivo, visto que € assim que os valores criticos sdo apresentados nas tabelas ¢, e, portanto, o valor
critico —¢ é um niimero negativo.

T LN -

Sont TR
Sejam as taxas de aprovacao de empréstimos de uma cidade determinadas por

taxaprov = By + B, porcmin + B, rendmed +
Bisriqguemed + B, dividamed + u,

C L T LT PR D SRR I S

o on

em que porcmin é a percentagem de minorias na cidade, rendmed é a renda média, riquemed é a riqueza
média e dividamed é alguma medida de dividas médias. Como vocé formularia a hipétese nula de que nao
ha diferenca nas taxas de empréstimos entre os bairros devido a composi¢do racial e étnica quando a renda
média, a riqueza média e a divida média foram controladas? Como vocé formularia a hip6tese alternativa de
que ha discriminagao contra as minorias nas taxas de aprovagdo de empréstimos?

srtse e e, e L.
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Por exemplo, se o nivel de significidncia € 5% e o nimero de graus de liberdade € 18, entdo ¢ =

1,734, e assim Hy: B; = 0 € rejeitada em favor de H,: B; < 0 ao nivel de 5% se ty < —1,734.

E importante lembrar que, para rejeitar H contra a hip6tese alternativa negativa (4.8), devemos obter
uma estatistica ¢ negativa. Uma razao ¢ positiva, nao importa o quao grande ela seja, ndo fornece evi-
déncia em favor de (4.8). A regra de rejei¢ao estd ilustrada na Figura 4.3.

Area = 0,05

% l

< 0

regido
de rejeicio 1,734
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. EXEMPLO 4:2:41:

m&..‘&mkeu;mﬂ-m&uwﬂm 2:?;# £
(Desempenho de Estudantes e Tamanho de Escolas)

Ha muito interesse no efeito do tamanho das escolas sobre o desempenho dos estudantes. (Veja, por exem-
plo, The New York Times Magazine, 28.5.95.) Afirma-se que, tudo o mais sendo igual, os estudantes de
escolas menores saem-se melhor do que aqueles de escolas maiores. Assume-se que essa hipdtese é verda-
deira, mesmo apds considerar as diferengas nos tamanhos das salas entre as escolas.

0O arquivo MEAP93.RAW contém dados sobre 408 escolas de ensino médio em Michigan para o ano de
1993. Podemos usar esses dados para testar a hipétese nula de que o tamanho da escola néo tem efeito
sobre as notas de testes padronizados, contra a hipétese alternativa de que o tamanho tem um efeito nega-
tivo. O desempenho é medido pela percentagem de estudantes que recebem uma nota de aprovagao no teste -
de matematica, mate?0. O tamanho da escola é medido pelo nimero de estudantes matriculados (matricl).
A hipdtese nula é Ho: Bmatric = 0, € a hipétese alternativa é Hy: Bmawics < 0. Por ora, vamos controlar outros
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d0|s fatores o salario anual médio dos professores (totsal) e 0 nimero de funciondrios por mil estudantes

(staff). O salario do professor ¢ uma medida da qualidade do professor, e o tamanho de staff é uma medi-

da aproximada de quanta atencao os estudantes recebem.
A equacdo estimada, com os erros-padrao entre parénteses, é

matel0 = 2,274 + 0,00046 totsal + 0,048 staff — 0,00020 matricl
(6,113) (0,00010) (0,040) (0,00022)
n = 408, R* = 0,0541.

0 coeficiente de matric, —0,00020, estéd de acordo com a conjectura de que escolas maiores tolhem o
desempenho: nimeros maiores de matriculas levam a uma percentagem menor de estudantes com uma nota
de aprovagdo. (Os coeficientes de totsal e staff também tém os sinais que esperamos.) O fato de matric/ ter
um coeficiente estimado diferente de zero pode ser devido, justamente, ao erro de amostragem; para nos
convencermos de um efeito, precisamos conduzir um teste t.

Comon — k — 1 = 408 — 4 = 404, usamos o valor critico normal padronizado. Ao nivel de 5%, o
valor critico é —1,65; para rejeitar Hy ao nivel de 5%, a estatistica t de matric/ deve ser menor que —1,65.

A estatistica de matric/ ¢ —0,00020/0,00022 = —0,91, que é maior que —1,65: ndo podemos rejei-
tar Hy em favor de H, ao nivel de 5%. De fato, o valor critico ao nivel de 15% é —1,04, e, como —0,91 >
—1,04, ndo é possivel rejeitar Hy mesmo ao nivel de 15%. Concluimos que matric/ ndo é estatisticamente
significante ao nivel de 15%.

A variavel totsal é estatisticamente significante mesmo ao nivel de significancia de 1% porque sua
estatistica t é 4,6. Do outro lado, a estatistica t de staff é 1,2, portanto ndo podemos rejeitar Ho: Bsiarr = 0
contra Hy: Bgasr = 0, mesmo ao nivel de significancia de 10%. (O valor critico, calculado a partir da distri-
bui¢do normal padronizada, é c = 1,28.)

Para ilustrar como a mudanca da forma funcional pode afetar nossas conclusdes, vamos estimar tam-
bém o modelo com todas as varidveis independentes na forma logaritmica. Isso permite, por exemplo, que o
efeito do tamanho da escola diminua quando o tamanho da escola aumenta. A equagdo estimada é

matel0 = — 207,66 + 21,16 log (totsal) + 3,98 log(staff) — 1,29 log(matricl)
(48,70) (4,06) 4,19) (0,69)
n = 408, R* = 0,0654

A estatistica t de log(matric/) é cerca de —1,87; como esse valor estd abaixo do valor critico ao nivel de
5%, — 1,65, rejeitamos Hy: Biogmatricy = 0 em favor de Hy: Biogmatricy < 0 a0 nivel de 5%.

No Capitulo 2, encontramos um modelo em que a variavel dependente aparecia em sua forma original
(chamada forma em nivel), enquanto a variavel independente aparecia na forma log (chamado modelo nivel-
jog). A interpretacdo dos pardmetros é a mesma no contexto da regressao multipla, exceto, evidentemente,
que podemos dar uma interpretagdo ceteris paribus aos parametros. Mantendo fixos totsal e staff, temos
Amatel0 = —1,29[Alog(matric/)], de modo que

Amatel0 = — (1,29/ 100)(%Amatrzcl) =—0 013(%Amatrtcl)
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Uma vez mais, usamos o fato de que a variagao em log{matric/), quando multiplicada por 100, é aproxi-
madamente a variacdo percentual em matric/. Assim, se 0 nimero de matriculas & 10% maior em uma
escola, prevé-se que mate70 é 0,013(10) = 0,13 ponto percentual menor (mate70 é mensurado como
uma percentagem).

Que modelo preferimos: aquele que usa o nivel de matric/ ou aquele que usa log(matric/)? No mode-
lo nivel-nivel, o nimero de matriculas ndo tem um efeito estatisticamente significante, mas no modelo nivel-
log ele tem. Isso se traduz em um R-quadrado maior para o modelo nivel-log, o que significa dizer que expli-
camos mais da variagdo em mate?0 ao usar matric/ na forma logaritmica (6,5% contra 5,4%). O modelo
nivel-log € preferivel, pois.ele captura, de modo mais préximo, a relagéo entre mate10 e matric/. No Capitulo
6 falaremos mais sobre como usar o R-quadrado para escolher a forma funcional.
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Teste contra Hipoteses Alternativas Bilaterais

Nas aplicagdes, € comum testar a hipétese nula Hy: 8; = 0 contra uma hipétese alternativa bilateral,
ou seja,

H,: B, #0. : -..(4.10)

Sob essa hip6tese alternativa, x; tem um efeito ceferis paribus sobre y sem especificar se o efeito € posi-
tivo ou negativo. Ela € a hlpétese alternativa relevante quando o sinal de B; nao € bem-determinado pela
teoria (ou pelo senso comum). Mesmo quando sabemos se 3; € positivo ou negativo sob a hipétese
alternativa, um teste bilateral € muitas vezes prudente. No minimo, usar uma alternativa bilateral nos
impede de olhar a equagio estimada e, entdo, basear a hipétese alternativa em se Bj ¢ positivo ou nega-
tivo. Usar as estimativas da regressao para nos ajudar a formular as hip6teses nula e alternativa ndo é
permitido, porque a inferéncia estatistica cldssica pressupde que formulamos as hipéteses nula e alter-
nativa sobre a populacio antes de olhar os dados. Por exemplo, ndo devemos estimar em primeiro lugar
a equagao que relaciona o desempenho em matemadtica ao nimero de matriculas, observar que o efei-
to estimado € negativo e, em seguida, decidir que a hipétese alternativa relevante € H: 8,,,..ic; < 0.

Quando a alternativa € bilateral, estamos interessados no valor absoluto da estatistica t. A regra
de rejei¢do para Hy: 8; = 0 contra (4.10) €

Itﬁjl > ¢,

em que || representa o valor absoluto e ¢ € um valor critico apropriadamente escolhido. Para achar c,
vamos especificar novamente um nivel de significancia, por exemplo, de 5%. Para um teste bi-caudal,
¢ € escolhido de tal forma a fazer com que a drea em cada cauda da distribuigdo ¢ seja igual a 2,5%.
Em outras palavras, ¢ é 0 97,5¢ percentil da distribui¢do ¢ com n — k — 1 graus de liberdade. Quando
n — k — 1 = 25, o valor critico de 5% para um teste bilateral € ¢ = 2,060. A Figura 4.4 ilustra essa
distribuigo.
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Quando uma hipétese alternativa especifica ndo € formulada, considera-se geralmente que ela é
bilateral. No restante deste livro, o padrdo serd uma hipétese alternativa bilateral, e 5% sera o nivel de
significancia padrdo. Ao conduzir uma anélise econométrica empirica, € sempre uma boa idéia expli-
citar qual € a hipétese alternativa e o nivel de significancia. Se Hy € rejeitada em favor de (4.10) ao
nivel de 5%, em geral dizemos que “x; é estatisticamente significante, ou estatisticamente diferente
de zero, ao nivel de 5%”. Se Hy ndo € rejeitada, dizemos que “x; € estatisticamente ndo significante
ao nivel de 5%

ey Rsu*wxmwm
A PR
(Determinantes de nmgrad)

Usamos os dados do arquivo GPA1.RAW para estimar um modelo que explique a nota média em curso supe-
rior (nmgrad), utilizando o ntmero de faltas as aulas por semana (faltas) como uma variavel explicativa adi-
cional. O modelo estimado é

VAT At NTINGY T B D NRGTWANIEOW |

nmgrad = 1,39 + 0,412 nmem + 0,015 tac— 0,083 faltas
(0,33) (0,094) (0,011) (0,026)
n = 141, R*> = 0,234.
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EXEMPLO 4.3 (continuagio)’
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Podemos facilmente calcular as estatisticas t para verificar quais varidveis sdo estatisticamente significantes
: a0 usar uma hipétese alternativa bilateral em cada caso. O valor critico de 5% € cerca de 1,96, visto que os
t graus de liberdade (141 — 4 = 137) sdo suficientemente grandes para usar a aproximagao normal padro-
nizada. O valor critico de 1% é cerca de 2,58.

A estatistica t de nmem é 4,38, significante a niveis de significAncia muito pequenos. Assim, dizemos
. que “nmem & estatisticamente significante a qualquer nivel de significancia convencional”. A estatistica t .
; de tac é 1,36, que ndo é estatisticamente significante ao nivel de 10% contra uma alternativa bilateral. 0
, coeficiente de tac também ¢, na prética, pequeno: um aumento de 10 pontos em tac, que é grande, faz com
que o valor previsto de nmgrad cresga somente 0,15 ponto. Assim, a variavel tac é, na pratica, bem como
estatisticamente, nao significante.

0 coeficiente de faltas tem uma estatistica ¢ de —0,083/0,026 = —3,19, de modo que faltas é esta-
tisticamente significante ao nivel de significancia de 1% (3,19 > 2,58). Isso significa que uma falta a mais
por semana diminui 0 nmgrad previsto em cerca de 0,083. Assim, mantendo nmem e tac fixos, a diferenca
prevista em nmgrad entre um estudante que ndo falta a nenhuma aula por semana e um estudante que
falta a cinco aulas por semana € de 0,42. Lembre-se de que isso ndo diz nada sobre estudantes especificos;
referindo-se apenas aos estudantes médios dentro da populagio.

No exemplo, para cada varidvel do modelo, poderfamos argumentar que uma hipétese alternativa uni-
|ateral é apropriada. As varidveis nmem e faltas sao muito significantes ao se usar um teste bicaudal e tém
0s sinais que esperamos, de modo que ndo ha razao para fazer um teste monocaudal. Do outro lado, contra
: uma hipotese alternativa unilateral (83 > 0), tac ¢é significante ao nivel de 10% mas n&o ao nivel de 5%.

- 1550 ndo muda o fato de o coeficiente de tac ser muito pequeno.

ot e G ”'Em«w
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Testes de outras Hipoéteses sobre B;

Embora H,;8; = 0 seja a hipdtese mais comum, algumas vezes queremos testar se 3; & igual a alguma
outra constante dada. Dois exemplos comuns s&o 3; = 1 ¢ 8; = —1. Em geral, se a hipétese nula €
expressa como

H,: ,Bj = a;,

em que a; € 0 nosso valor hipotético de B;, ento a estatistica ¢ apropriada €

t= (B — a)lep (B).

Assim como antes, f mede quantos desvios-padrio estimados ,éj estd distante do valor hipotético de ;.
A estatistica ¢ geral € usualmente escrita como

‘o (estimativa — valor hipotético)
erro-padrdo

Sob (4.12), essa estatistica ¢ € distribuida como ¢,_,_,, de acordo com o Teorema 4.2. A estatistica ¢
usual € obtida quando a; = 0.
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Podemos usar a estatistica ¢ geral para fazer o teste contra hipéteses alternativas unilaterais ou
bilaterais. Por exemplo, se as hipéteses nula e alternativa sdo Hy: 8; = 1 e H;: B; > 1, entéo encontra-
mos o valor critico para uma alternativa unilateral exatamente como antes: a diferenga estd em como
calculamos a estatistica ¢, ndo em como obtemos o ¢ apropriado. Rejeitamos Hy em favor de H, se t >
c. Nesse caso, dirfamos que “,éj é estatisticamente maior que um” ao nivel de significncia apropriado.

R U YE: o G A N2 15

: (Crimes no Campus e Matriculas)

Considere um modelo simples que relaciona o nimero anual de crimes no campus de uma universidade
(crime) ao nimero de estudantes matriculados na universidade (matricl): '

log (crime) = By + B,log(matricl) + u.

Esse é um modelo de elasticidade constante, em que B, € a elasticidade do crime em relagdo as matriculas.
Nao é muito (til testar Hy: B1 = 0, se esperamos que o nimero total de crimes aumente quando o tamanho
do campus aumenta. Uma hip6tese mais interessante seria supor que a elasticidade do crime em relagdo
a matriculas é igual a um: Hy: B; = 1.1ss0 significa'que um aumento de 1% nas matriculas leva, em média, a
um aumento de 1% nos crimes. Uma hipétese alternativa digna de nota é H,: 8, > 1, implicando que um
aumento de 1% nas matriculas aumenta o crime no campus em mais de 1%. Se 8; > 1, entdo, em um sen-
tido relativo — nao exatamente um sentido absoluto —, o crime é mais um problema de campi maiores.
Uma maneira de ver isso é considerar o exponencial da equacao:

crime = exp(BO)matriclﬁ Fexp(u).

(Veja o Apéndice A, disponivel no site da Thomson, para as propriedades do logaritmo natural e das funcdes
exponenciais.) Para B, = 0 e u = 0, essa equagao esta representada na Figura 4.5, com B, < 1,8, =1e
B> 1.
Vamos testar 8, = 1 contra B4 > 1, usando os dados de 97 faculdades e universidades dos Estados
- Unidos no ano de 1992, os quais estdo contidos no arquivo CAMPUS.RAW. Os dados sao provenientes da
i publicacdo FBI's Uniform Crime Reports, e o nimero médio de crimes no campus é cerca de 394 na amos-
| tra, enquanto o ndmero médio de matriculas é aproximadamente 16.076. A equagao estimada (com as esti-
mativas e os erros-padrao arredondados em duas casas decimais) é

logfcrime) = —6,63 + 1,27 log(matricl) L
(1,03)  (0,11) e
n =97, R? = 0,585. .

s Py b %

A elasticidade estimada de crime em relagdo a matric/, 1,27, esta na diredo da hipétese alternativa 8, > 1.
Porém, ha evidéncia suficiente para concluir que B, > 17 Precisamos tomar cuidado ao testar essa hipGte-
se, especialmente porque os resultados estatisticos dos programas padrdo de regressao sdo muito mais com-
plexos do que o resultado simplificado informado pela equacdo (4.14). Nosso primeiro instinto deveria ser
construir “a” estatistica t, tomando o coeficiente de log{matric/) e dividindo-o pelo seu erro-padrao, que é a
estatistica t descrita por um programa de regressdo. No entanto, essa é a estatistica errada
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r&;’ara testar Hy: 81 = 1. A estatistica t correta é obtida de (4.13): subtraimos o valor hipotético, um, da esti-
mativa e dividimos o resultado pelo seu erro-padrao de Bl: t= (1,27 — 10,11 = 0,27/0,11 = 2,45. 0
valor critico unilateral de 5% para uma distribuicdo t com 97 — 2 = 95 g/ ¢ cerca de 1,66 (usando g/ =
120), de modo que, claramente, rejeitamos B, = 1 em favor de B, > 1 ao nivel de 5%. De fato, o valor cri- :
tico de 1% é cerca de 2,37, e portanto rejeitamos a hipdtese nula em favor da hipétese alternativa, ao nivel i
de 1%.

Devemos ter em mente que essa analise ndo mantém os outros fatores constantes e, portanto, a elas-
ticidade de 1,27 ndo é necessariamente uma boa estimativa do efeito ceteris paribus. E possivel que um
nimero maior de matriculas esteja correlacionado com outros fatores que tornam o crime maior: escolas
maiores podem estar localizadas em areas de incidéncia maior de crimes. Poderiamos controlar isso ao cole-
tar dados sobre taxas de crimes em cada cidade.
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B 1~ 1
Bi=1
B1<1
0
0 matricl
Para um teste alternativo bilateral, por exemplo, Hy: 8; = —1, H;: B; # —1, ainda calculamos a

estatistica f comoem (4.13): t = (B,- + 1)/ep([§j) (observe que subtrair —1 significa adicionar 1). A regra
de rejeicio para o teste bicaudal € a usual: rejeitar Hy se || > ¢, em que ¢ € o valor critico bicaudal.
Se H,, € rejeitada, dizemos que ﬁj ¢ estatisticamente diferente do valor negativo um” ao nivel de sig-
nificincia apropriado.
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% Para uma amostra de 506 comunidades na area de Boston, estimamos um modelo que relaciona o prego
mediano das casas (prego) nas comunidades a varias caracteristicas das comunidades: oxn é a quantidade
de ¢xido nitroso no ar, em partes por milhdo; dist é uma distancia ponderada da comunidade em relagdo a
cinco centros de emprego, em milhas; comods é o nimero médio de comodos nas casas da comunidade; e
razestud é a razao média estudante-professor nas escolas da comunidade. O modelo populacional é

log(preco) = By + B, log(oxn) + B.log(dist) + Bscomods + Brazestud + u.

Assim, B, é a elasticidade do preco em relagdo a oxn. Queremos testar H: 8, = —1 contra a hipdtese alter-
nativa H: B, # — 1. A estatistica ¢ para fazer esse teste é t = (8, + 1)/ep(B,).
Usando os dados do arquivo HPRICE2.RAW, o modelo estimado é

log(prego) = 11,08 — 0,954 log(oxn) — 0,134 log(dist) + 0,255 comods — 0,052 razestud

032) (0,117 (0,043) (0,019) (0,006)
n = 506, R = 0,581.

Todas as estimativas de inclinacdo tém os sinais esperados. Cada coeficiente é estatisticamente diferente de
zero a niveis de significdncia muito pequenos, incluindo o coeficiente de log(oxn). No entanto, ndo quere-
mos testar B, = 0.A hipétese nula de interesse é Hy: 8, = —1, com a estatistica t correspondente (—0,954
+ 1)/0,117 = 0,393. Quando a estatistica t & pequena como essa, ha pouca necessidade de olhar a tabe-
la t de um valor critico: a elasticidade estimada ndo é estatisticamente diferente de —1, mesmo a niveis de
significancia bastante altos. Controlando fatores que incluimos, hé pouca evidéncia de que a elasticidade seja
diferente de —1.

Calculos dos p-Valores dos Testes t

Até agora, falamos sobre como testar hip6teses ao usar uma abordagem cléssica: apds formular a hipé-
tese alternativa, escolhemos um nivel de significincia, que entdo determina um valor critico. Uma vez
que o valor critico tenha sido identificado, o valor da estatistica t ¢ comparado com o valor critico, € a
hipétese nula € rejeitada ou ndo, ao nivel de significancia dado.

Mesmo apés decidir sobre a alternativa apropriada, hd um componente de arbitrariedade na abor-
dagem classica, resultante da necessidade de escolher um nivel de significincia com antecedéncia.
Diferentes pesquisadores preferem nfveis de significincia diferentes, dependendo da aplicago parti-
cular. Ndo ha nivel de significincia “correto”.

Comprometer-se com um nivel de significancia antecipadamente pode esconder informacdes tteis
sobre o resultado de um teste de hipéteses. Por exemplo, suponha que desejamos testar a hipétese nula
de que um pardmetro seja zero contra uma hipdtese alternativa bilateral, e que com 40 graus de liber-
dade, obtivemos uma estatistica ¢ igual a 1,85. A hipétese nula nio € rejeitada ao nivel de 5%, visto que
a estatfstica ¢ € menor que o valor critico bicaudal de ¢ = 2,021. Um pesquisador cujo propésito é ndo
rejeitar a hipdtese nula poderia simplesmente descrever esse resultado juntamente com a estimativa: a
hipétese nula nao € rejeitada ao nivel de 5%. Evidentemente, se a estatistica #, o coeficiente e seu erro-

Mo
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padrao fossem informados, entdo poderiamos também determinar que a hipétese nula seria rejeitada ao
nivel de 10%, ja que o valor critico de 10% € ¢ = 1,684.

Em vez de fazer o teste a diferentes niveis de significancia, € mais informativo responder a
seguinte questao: dado o valor observado da estatistica ¢, qual € 0 menor nivel de significancia ao qual
a hip6tese nula seria rejeitada? Esse nivel € conhecido como o p-valor do teste (veja o Apéndice C,
disponivel no site da Thomson). No exemplo anterior, sabemos que o p-valor é maior que 0,05, visto
que a hipétese nula néo € rejeitada ao nivel de 5%, e sabemos que o p-valor € menor que 0,10, ji que a
hipétese nula € rejeitada ao nivel de 10%. Obtemos o p-valor real ao calcular a probabilidade de que
uma variavel aleatéria ¢, com 40 g, seja maior que 1,85 em valor absoluto. Isto €, o p-valor € o nivel
de significancia do teste quando usamos o valor da estatistica de teste (1,85 no exemplo anterior)
como o valor critico do teste. Esse p-valor € mostrado na Figura 4.6.

irea = (0,9282

area = 0,0359 area = 0,0359

—-1.85 0 1,85

Como um p-valor € uma probabilidade, seu valor estd sempre entre zero € um. A fim de calcular
os p-valores, precisamos de tabelas impressas extremamente detalhadas da distribui¢do ¢ — o que ndo
¢ muito pritico — ou um programa de computador que calcule as dreas sob a func¢do densidade de pro-
babilidade da distribuiczo ¢. A maioria dos programas de regressdo modernos tem essa capacidade.
Alguns deles calculam os p-valores rotineiramente a cada regressao de MQO, mas somente para certas
hip6teses. Se um programa de regressdo informa um p-valor juntamente com o resultado padrao de
MQO, esse valor €, quase certamente, o p-valor de testar a hipétese nula Hy: 8; = 0 contra a hipStese
alternativa bilateral. O p-valor, nesse caso, €



128  Introdugdo 4 Econometria — Editora Thomson

AT > ), xmug@!mé

em que, por clareza, T representa uma varidvel aleat6ria com distribuicao ¢, com n — k — 1 graus de
liberdade, € ¢ € o valor numérico da estatistica de teste.

O p-valor resume, com precisio, a forga e a fraqueza da evidéncia empirica contra a hipétese nula.
Talvez a interpreta¢io mais 4til seja a seguinte: o p-valor € a probabilidade de observar uma estatisti-
ca ¢ tdo extrema quanto aceitarfamos se a hipdtese nula fosse verdadeira. Isso significa que p-valores
pequenos sao evidéncias contra a hipdtese nula; p-valores grandes fornecem pouca evidéncia contra
Hg. Por exemplo, se p-valor = 0,50 (informado sempre como um decimal, e ndo uma percentagem),
observariamos um valor. da estatistica ¢ ti0 extremo quanto o farfamos em 50% de todas as amostras
aleat6rias quando a hipétese nula fosse verdadeira; essa € uma evidéncia bastante fraca contra Hy.

No exemplo com g/ = 40 e ¢t = 1,85, o p-valor € calculado como

p-valor = P(|T| > 1,85) = 2P(T > 1,85) = 2(0,0359) = 0,0718,

em que P(T > 1,85) € a drea a direita de 1,85 da distribuigdo ¢+ com 40 gl. (Esse valor foi calculado
usando o programa econométrico Stata; ele nao estad disponivel na Tabela G.2.) Isso significa que, se a
hipétese nula for verdadeira, observariamos um valor absoluto da estatistica t tio grande quanto 1,85
em cerca de 7,2% das vezes. Isso fornece alguma evidéncia contra a hipétese nula, mas ndo a rejeita-
riamos ao nivel de significancia de 5%.

O exemplo anterior ilustra que, uma vez que o p-valor foi calculado, um teste classico pode ser
realizado a qualquer nivel desejado. Se « € o nivel de significancia do teste (na forma decimal), entdo
H, € rejeitada se p-valor < o; de outro modo, H, ndo € rejeitada ao nivel de 100-0%.

Calcular os p-valores de alternativas unilaterais também € muito simples. Suponha, por exemplo,
que vamos testar Hy: 8; = 0 contra H,: 8; > 0. Se Bj < 0, entao calcular um p-valor ndo € importante:
sabemos que o p-valor € maior que 0,50, o que nunca nos fari rejeitar H, em favor de H,. Se [3 >0,
entdo ¢ > 0 e o p-valor € exatamente a probabilidade de uma variavel aleatéria, com os g/ apropriados,
exceder o valor ¢. Alguns programas de regressao somente calculam os p-valores para alternativas bila-
terais. No entanto, € simples obter o p-valor unilateral: apenas divida o p-valor bilateral por 2.

Se a hip6tese alternativa for H,: 8; < 0, faz sentido calcular um p-valor se B < 0 (e portanto ¢ < 0):
p-valor = P(T < f) = P(T > |t]), porque a distribuigdo ¢ € simétrica em torno
de zero. Uma vez mais, isso pode ser obtido como a metade do p-valor de um teste bicaudal.

T . -
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Suponha que vocé tenha estimou um modelo de regressao e obteve 3, = 0,56 e p-valor = 0,086 para tes-
tar Hy: B = 0 contra Hy: B; # 0. Qual é o p-valor para testar Hy: B, = 0 contra Hy: B, > 0?

Como as magnitudes das estatisticas f que levam a significancia estatistica se tornarao rapidamen-
te familiares, especialmente para tamanhos de amostras grandes, nao € sempre crucial descrever os p-
valores das estatisticas £. No entanto, ndo € incorreto informa-las. Além disso, quando discutirmos o
teste F na Secgdo 4.5, veremos que é importante calcular os p-valores, porque os valores criticos dos
testes F ndo sao facilmente memorizados.
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Lembrete sobre a Linguagem do Teste de Hipoteses Classico

Quando H, ndo € rejeitada, preferimos usar a linguagem “ndo & possivel rejeitar Hy ao nivel de x%” em
vez de “H, € aceita ao nivel de x%”. Podemos usar o0 Exemplo 4.5 para ilustrar o porqué de a primeira
afirmagdo ser preferida. Naquele exemplo, a elasticidade estimada do preco em relagdo a oxn é —0,954,
e a estatistica ¢ para testar Hy: B,,, = —1 é t = 0,393; portanto, ndo podemos rejeitar Hy. Porém, ha
muitos outros valores de 8,,,, (mais do que podemos contar) que ndo podem ser rejeitados. Por exem-
plo, a estatistica  para Hy: B,,, = —0,9 € (—0,954 + 0,9)/0,117 = —0,462, e portanto essa hipétese
nula também ndo € rejeitada. Claramente, 8, = —1 ¢ B,,, = —0,9 ndo podem ser ambas verdadeiras,
de modo que ndo faz sentido dizer que “aceitamos” uma dessas hipéteses. Tudo o que podemos dizer é
que os dados ndo nos permitem rejeitar uma dessas hipéteses ao nivel de significancia de 5%.

Significancia Economica ou Pratica versus Significincia Estatistica

Apés termos enfatizado a significdncia estatistica ao longo desta se¢do, agora € um bom momento para
lembrar que devemos prestar aten¢@o na magnitude das estimativas dos coeficientes, além do tamanho
das estatisticas . A significancia estatistica de uma varidvel x; € determinada completamente pelo tama-
nho de ' s enquanto a significincia econdmica ou a significancia pratica da varidvel esta relaciona-

da ao tamanho (e sinal) de B,

Lembre-se de que a estatistica ¢ para testar Hy: 8; = 0 € definida ao dividirmos a estimativa por seu
erro-padrao: 5, B / ep(B ). Assim, 13 pode indicar significancia estatistica porque B ¢ “grande” ou por-
que ep( B,) é pequeno E 1mportante, na prética, distinguir entre essas duas razoes das estatisticas ¢
estatisticamente significantes. Colocar muita €nfase sobre a significancia estatistica pode levar a conclu-
sdo falsa de que uma varidvel € “importante” para explicar y embora seu efeito estimado seja moderado.

ey TR T e

S EXEMPLO 4.6

Qﬁmmausmmm
[Taxas de Participacdo nos Planos de Pensao]

No Exemplo 3.3, usamos 0s dados dos planos de pensao para estimar um modelo que descreve as taxas
de participacdo em termos de taxas de complementagdo das empresas e das idades dos planos. Vamos
incluir, agora, uma medida de tamanho das empresas, o nimero total de empregados das empresas,
(totemp). A equagdo estimada é

taxap = 80,29 + 5,44 taxicont + 0,269 idade + 0,00013 totemp
0,78) (0,52) (0,045) (0,00004)
n = 1,534, R = 0,100.

A menor estatistica t, em valor absoluto, é a da variavel totemp: t = —0,00013/0,00004 = —3,25, e ela
é estatisticamente significante a niveis de significancia muito pequenos. (O p-valor bicaudal dessa estatisti-
ca t é cerca de 0,001.) Assim, todas as variaveis sdo estatisticamente significantes a niveis de significancia
bem pequenos.

Qual o tamanho, em um sentido pratico, do coeficiente de totemp? Mantendo fixos taxcomp e idade,
se uma firma cresce em 10.000 empregados, a taxa de participacdo cai em 10.000(0,00013) = 1,3 pontos
percentuais. Isso é um crescimento enorme no nimero de empregados, com um efeito somente modesto na
taxa de participacdo. Assim, embora o tamanho da firma afete, de fato, a taxa de participacdo, o efeito nao
é, na pratica, muito grande.
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O exemplo anterior mostra que € particularmente importante interpretar a magnitude do coeficiente,
além de olhar as estatisticas ¢, ao trabalhar com amostras grandes. Com tamanhos de amostras grandes, os
parametros podem ser estimados com muita precisdo: os erros-padrio s&o, em geral, muito pequenos em
relagdio as estimativas dos coeficientes, o que fregiientemente resulta em significancia estatistica.

Alguns pesquisadores insistem em usar niveis de significincia pequenos quando o tamanho da
amostra cresce, em parte como uma maneira de compensar o fato de que os erros-padrdo estio fican-
do menores. Por exemplo, se nos sentimos confortdveis com um nivel de 5% quando » corresponde a
algumas centenas, de observagdes, deveriamos usar o nivel de 1% quando n corresponde a alguns
milhares. Usar um nivel de significincia menor significa que as significincias econdmica e estatistica
s30 mais provédveis de coincidir, mas ndo h4 garantias: no exemplo anterior, mesmo se usarmos um
nivel de significAncia t3o pequeno quanto 0,1% (um décimo de um por cento), ainda concluirfamos que
totemp € estatisticamente significante.

A maior parte dos pesquisadores também estd disposta a considerar niveis de significancia
maiores em aplicagoes com tamanhos de amostra pequenos, refletindo o fato de que € dificil achar
significdncia com tamanhos de amostra menores (os valores criticos s@o maiores em magnitude, e os
estimadores sdo menos precisos). Infelizmente, se esse € ou nao o caso pode depender dos planos
subjacentes do pesquisador.

EXEMPLO 4.1 " 13 5
A S e
(Efeitos das Subveng¢des a Treinamento de Trabalho sobre as Taxas de Rejeigdo de Produtos
das Empresas)

A taxa de rejeicao de produtos de uma firma manufatureira é o nimero de itens defeituosos que devem ser
descartados de cada 100 itens produzidos. Assim, uma diminuicao nessa taxa de rejeicao reflete maior pro-
dutividade.

Podemos usar a taxa de rejeicdo para mensurar o efeito do treinamento dos trabalhadores sobre a pro-
dutividade. Para uma amostra de firmas manufatureiras de Michigan em 1987, estimou-se a sequinte equagZo:

log(rejei) = 13,72 — 0,028 hrsemp — 1,21 log(vendas) + 1,48 log(empreg)
4,91) (0,019) 0,41) (0,43)
n = 30, R*> = 0,431.

(Essa regressao usa um subconjunto de dados de JTRAIN.RAW.) A varidvel hrsemp corresponde as horas

_anuais de treinamento por trabalhador, vendas corresponde as vendas anuais da firma (em dolares), e
i empreg é o nlimero de empregados da firma. A taxa média de rejeicdo na amostra é cerca de 3,5, e hrsemp
! médio é cercade 7,3.
; A principal varidvel de interesse é hrsemp. Uma hora a mais de treinamento por trabalhador diminui
+ log(rejei) em 0,028, o que significa que a taxa de rejeicdo é cerca de 2,8% menor. Assim, se hrsemp aumenta
. em 5— cada empregado & treinado 5 horas a mais por ano —, estima-se que a taxa de rejeicao caia em 5(2,8)
= 14%. Isso parece ser um efeito razoavelmente grande mas, saber se o treinamento adicional vale a pena
para a firma, depende do custo de treinamento e dos beneficios de uma taxa de rejeicdo menor. Nao temos os
nlmeros necessarios para fazer uma andlise custo/beneficio, mas o efeito estimado ndo parece trivial.

E o que dizer sobre a significancia estatistica da variavel de treinamento? A estatistica t de hrsemp é
—0,028/0,019 = —1,47, e agora vocé provavelmente a reconhece como nao sendo suficientemente grande
em magnitude para concluir que hrsemp é estatisticamente significante ao nivel de 5%. De fato, com 30 — 4
= 26 graus de liberdade para a alternativa unilateral, H;: Bxsem, < 0, 0 valor critico de 5% é cerca de —1,71.
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+EXEMPLO 4.7. (continuagio)
Assim, usando um teste de nivel estrito a 5%, devemos concluir que hrsemp ndo é estatisticamente signifi-
cante, mesmo usando uma alternativa unilateral.

Como o tamanho da amostra € bastante pequeno, poderiamos ser mais liberais com o nivel de signifi-
cancia. O valor critico de 10% é —1,32, e portanto hrsemp é significante contra a alternativa unilateral ao
nivel de 10%. O p-valor é facilmente calculado como P(Tog < —1,47) = 0,077. Esse pode ser um p-valor

suficientemente pequeno para concluir que o efeito estimado do treinamento nio se deve apenas ao erro de
amostragem, mas alguns economistas teriam opinides diferentes a respeito do assunto.

Lembre-se de que erros-padrao grandes podem também ser um resultado da multicolinearidade
(alta correlagdo entre algumas das varidveis independentes), mesmo que o tamanho da amostra pareca
razoavelmente grande. Como discutimos na Segdo 3.4, ndo hd muito que possamos fazer sobre esse
problema além de coletar mais dados ou mudar o escopo da analise excluindo certas varidveis indepen-
dentes do modelo. Como no caso de um tamanho de amostra pequeno, pode ser dificil estimar preci-
samente os efeitos parciais quando algumas das varidveis explicativas sdo altamente correlacionadas.
(A Secido 4.5 contém um exemplo.)

Finalizamos esta se¢do com algumas instru¢des para discutir as significincias econdmica e esta-
tistica de uma varidvel em um modelo de regressao miiltipla:

1. Cheque a significincia estatistica. Se a varidvel € estatisticamente significante, discuta a mag-
nitude do coeficiente para ter uma idéia de sua importancia prética ou econdmica. Esse dlti-
mo passo pode requerer algum cuidado, dependendo de como as varidveis independentes e
dependentes aparecem na equagdo. (Em particular, quais s@o as unidades de medida? As vari3-
veis aparecem na forma logaritmica?)

2. Se uma varidvel ndo € estatisticamente significante aos niveis usuais (10%, 5% ou 1%), vocé
poderia ainda perguntar se a varidvel tem o efeito esperado sobre y € se tal efeito €, na priti-
ca, grande. Se ele € grande, vocé deve calcular um p-valor para a estatistica ¢. Para tamanhos
de amostras pequenos, voc€ pode, as vezes, construir um argumento para p-valores tdo gran-
des quanto 0,20 (mas nao h4 regras rigorosas). Com p-valores grandes, isto €, estatisticas ¢
pequenas, estamos pisando em gelo fino, porque as estimativas grandes, na pratica, podem ser
devidas ao erro de amostragem: uma amostra aleatéria diferente poderia resultar em uma esti-
mativa muito diferente.

3. E comum encontrar varidveis com estatisticas pequenas que t€m o sinal “errado”. Para pro-
positos praticos, elas podem ser ignoradas: concluimos que as varidveis sdo estatisticamente
nao significantes. Uma varidvel importante que tem sinal nio esperado e um efeito pratico
grande € um problema muito mais preocupante e dificil de resolver. Em geral, deve-se pensar
mais sobre o modelo e a natureza dos dados, a fim de solucionar tais problemas. Fre-
qiientemente, uma estimativa contra-intuitiva e significante resulta da omissdo de uma varia-
vel fundamental ou de um dos problemas importantes que discutiremos nos Capitulos 9 e 15.

4.3 INTERVALOS DE CONFIANCA

Sob as hipéteses do modelo linear clissico, podemos facilmente construir um intervalo de confianca
(IC) para o pardmetro populacional 8;. Os intervalos de confianga s3o também chamados estimativas
de intervalo, porque eles ddo uma extensio dos valores provaveis do parAmetro populacional, € ndo
somente uma estimativa pontual.
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Usando o fato de que (3, — B)/ep() tem uma distribuico ¢ com n — k — 1 graus de liberdade
[veja (4.3)], uma simples manipulagdo algébrica leva a um IC do B; desconhecido. Um intervalo de
confianga de 95%, € dado por

A + . A
B, = c - ep(B), (4.16)
em que a constante ¢ € o 97,5% percentil de uma distribuigdo ¢, _ , _ ,. Mais precisamente, os limites

inferiores € superiores do intervalo de confianga sdo dados por

B, =B — cep(B),

respectivamente.

Neste ponto, € ttil rever o significado de um intervalo de significancia. Se as amostras aleatdrias
fossem obtidas repetidas vezes, com 3; e B ; calculados a cada vez, entdo o valor populacional (desco-
nhecido) B; estaria dentro do intervalo (8, B,) em 95% das amostras. Infelizmente, para a Gnica amos-
tra que usamos para construir o IC, ndo sabemos se f3; esta, realmente, contido no intervalo. Esperamos
que tenhamos obtido uma amostra que seja uma das 95% de todas as amostras em que a estimativa de
intervalo contém 3;, mas ndo temos essa garantia.

Construir um intervalo de confianca € muito simples quando se usa a tecnologia computacional
atual. Sdo necessdrias trés quantidades: B ep(B) e ¢. A estimativa do coeficiente e seu erro-padrio sdo
informados por qualquer programa de regressao. Para obter o valor de ¢, devemos conhecer os graus
de liberdade, n — k — 1, e o nivel de confianga — 95% neste caso. Portanto, o valor de ¢ € obtido da
distribui¢do ¢, _ ; — ;-

Como um exemplo, para g/ = n — k — 1 = 25, um intervalo de confianga de 95% para qualquer
B; € dado por [B, = 2,06 - ep(B). B; + 2,06-cp(B)]-

Quandon — k— 1 > 120, a distribuicio t,, _ , ., estd suficientemente pr(’)xima da normal para usar
0 97,5 percentil de uma distribuigdo normal padrio para construir um IC de 95%: ,B 1,96- ep(B) De
fato, quando n — k — 1 > 50, o valor de ¢ estd préximo demais de 2, de modo que podemos usar uma
regra de bolso simples para intervalos de confianga de 95%: B, mais ou menos duas vezes seu desvio-
padriio. Para graus de liberdade pequenos, os percentis exatos devem ser obtidos das tabelas .

E facil construir intervalos de confianga para qualquer outro nivel de confianga. Por exemplo, um IC
de 90% € obtido ao escolher ¢ como o 95 percentil da distribui¢do £, _ , _ ;. Quandogl=n—k—1=
25, ¢ = 1,71, e portanto o IC de 90% ¢ Si * 1,71 'ep(Bj), que € necessariamente mais estreito que o IC
de 95%. Para um IC de 99%, c € 0 99,5 percentil da distribui¢ao t,5. Com gl = 25, o IC de 99% € apro-
ximadamente B + 2,79 ep(B) que € inevitavelmente mais largo que o IC de 95%.

Muitos programas de regressiio modernos poupam-nos de fazer quaisquer célculos ao informar
um IC de 95% juntamente com cada coeficiente e seu erro-padrao. Visto que um intervalo de confian-
¢a € construido, € facil realizar um teste de hipéteses bicaudal. Se a hipétese nula for Hy: 8; = a;, entdo
H, € rejeitada contra H;: B; # a; ao nivel de significlncia de (por exemplo) 5% se, e somente se, a; ndo
estd no intervalo de confianga de 95%.
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EXEMPLO 4.8

{Modelo de Preco Hedonico de Casas)

Um modelo que explica o preco de um bem em termos das caracteristicas desse bem é chamado modelo de
preco heddnico. A equagdo seguinte é um modelo de pre¢o heddnico de pregos de casas; as caracteristicas
sao area (arquad), nimero de quartos (gtdorm) e niimero de banheiros (banhos). Em geral, prego aparece
na forma logaritmica, assim como algumas das varidveis explicativas. Usando n = 19 observacbes sobre
casas que foram vendidas em Waltham, Massachusetts, em 1990, a equacdo estimada (com os erros-padrao
entre parénteses abaixo das estimativas dos coeficientes) é

log( preco) = 1,46 + 0,634 log(arquad) — 0,066 gtdorm + 0,158 banhos
(1,15) (0,184) (0,059) (0,075)

n =19, R> = 0,806.

Como tanto preco como arquad aparecem na forma logaritmica, a elasticidade preco em relagdo a area é
0,634, de modo que, mantendo o nimero de quartos e banheiros fixos, um aumento de 1% na area aumenta
0 prego previsto da casa em cerca de 0,634%. Podemos construir um intervalo de confianca de 95% para a
elasticidade populacional usando o fato de que 0 modelo estimado temn — k — 1= 19 — 3 — 1 = 15 graus
de liberdade. Da Tabela G.2, achamos o 97,52 percentil de uma distribuicdo t,c: ¢ = 2,131. Assim, o intervalo
de confianca para Biograrquacy € 0,634 £ 2,131(0,184), ou (0,242, 1,026). Como zero esta excluido desse inter-
valo de confianga, rejeitamos Hy: Biogarquacy = 0 Contra a alternativa bilateral ao nivel de 5%.

O coeficiente de gtdorm é negativo, 0 que parece contra-intuitivo. Entretanto, é importante lembrar a
natureza ceteris paribus do coeficiente: ele mede o efeito de mais um quarto, mantendo fixos o tamanho da
casa e o nimero de banheiros. Se duas casas tém o mesmo tamanho, mas uma tem mais quartos, entdo a
casa com mais quartos tem quartos menores; mais quartos menores nao €, necessariamente, uma coisa boa.
Em qualquer caso, podemos ver que o intervalo de confianca de 95% para B qorm € UM pouco largo, e ele
contém o valor zero: —0,66 % 2,131(0,059) ou (—0,192, 0,060). Assim, quartos ndo tem um efeito ceteris
paribus estatisticamente significante sobre o preco das casas.

Dados o tamanho e o nimero de quartos, prevé-se que um banheiro a mais aumenta o pre¢o da casa
em cerca de 15,8%. (Lembre-se de que devemos multiplicar o coeficiente de banhos por 100 para obter o
efeito em percentagem.) O intervalo de confianca de 95% para Bpannos € (—0,002,0,318). Nesse caso, zero
esta por muito pouco dentro do intervalo de confianga; assim, tecnicamente falando, Bp,nnos N0 € estatisti-
camente significante ao nivel de 5% contra uma hipdtese alternativa bilateral. Como ele esta muito proximo
de ser significante, provavelmente concluiriamos que o nimero de banheiros tem um efeito sobre log(prego).

Vocé deve lembrar que um intervalo de confianga € tdo bom quanto as hipéSteses subjacentes feitas
para construi-lo. Se omitirmos fatores importantes que sio correlacionados com as varidveis explicati-
vas, entdo as estimativas dos coeficientes ndo sdo confidveis: MQO € viesado. Se a heteroscedasticida-
de estd presente — por exemplo, no exemplo anterior, se a varidncia de log(prego) depende de qualquer
uma das varidveis explicativas —, entdo o erro-padriio ndo € vilido como uma estimativa de ep (B)
(como discutido na Secdo 3.4), e o intervalo de confianga calculado ao se usar esses erros-padrao nao
sera, verdadeiramente, um IC de 95%. Também usamos a hipétese de normalidade dos erros para obter
esses ICs mas, como veremos no Capitulo 5, isso ndo € tdo importante para aplicagdes que envolvem
centenas de observacoes.
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4.4 TESTES DE HIPOTESES SOBRE UMA COMBINAGAO LINEAR DOS
PARAMETROS

As duas se¢Oes anteriores mostraram como usar o teste de hipéteses classico ou os intervalos de con-
fianca para testar hip6teses sobre um tnico §3; de cada vez. Nas aplicagdes, devemos freqiientemente
testar hipdteses que envolvem mais de um dos pardmetros da populag@o. Nesta se¢do, vamos mostrar
como testar uma tinica hip6tese envolvendo mais de um dos ;. A Seg#o 4.5 mostrard como testar hips-
teses multiplas.

Para ilustrar a abordagem geral, consideraremos um modelo simples para comparar os retornos da
educac@o de cursos superiores profissionalizantes de dois anos (junior colleges) e de cursos superiores de
quatro anos (four-year colleges); por simplicidade, vamos nos referir ao iltimo como “universidades”.
[Kane e Rouse (1995) fazem uma anélise detalhada dos retornos dos junior colleges e dos four-year col-
leges.] A populacio inclui as pessoas com o ensino médio completo que trabalham, e o modelo é

log(saldrio) = By + Bcp; Bouniv + Biexper + u, (4.17)

em que cp € o nimero de anos freqlientados em um curso superior profissionalizante de dois anos e
univ € o niimero de anos freqiientados em um curso superior de quatro anos. Note que qualquer com-
binagdo de curso profissionalizante e curso de quatro anos € permitida, incluindo cp = 0 e univ = 0.

A hipétese de interesse € se um ano no curso profissionalizante € equivalente a um ano na univer-
sidade: isso é expresso como

HoB1 = Ba. (4.18)

Sob Hy, um ano a mais no curso profissionalizante € um ano a mais na universidade levam ao mesmo
aumento percentual ceteris paribus em saldrio. Na maioria dos casos, a alternativa de interesse ¢ uni-
lateral: um ano no curso profissionalizante ¢ menos valioso do que um ano na universidade. Isso ¢
EXpPresso como

H;: B <B:. . (4.19)

As hipéteses (4.18) e (4.19) dizem respeito a dois pardmetros, 8, e 85, uma situagdo com a qual
ndo tinhamos nos deparado ainda. Ndo podemos simplesmente usar as estatisticas ¢ individuais de Bl
e Bz para testar H,,. Entretanto, conceitualmente, ndo ha dificuldade em construir uma estatistica ¢ para
testar (4.18). A fim de fazer isso, vamos reescrever a hipétese nula e a alternativa como Hy: 8, — B>
= 0e H,: B, — B, <0, respectivamente. A estatistica ¢ € baseada em se a diferenca estimada B, - ,32
¢ suficientemente menor que zero para assegurar a rejeicao de (4.18) em favor de (4.19). Para conside-
rar o erro de nossos estimadores, padronizamos essa diferenga ao dividi-la pelo erro-padrio:

lé] - Bz
CP(B, - B\z) )

t= (4.20)
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é Uma vez que temos a estatistica t de (4.20), o teste segue o procedimento anterior. Escolhemos um

nivel de significancia para o teste e, com base nos g/, obtemos um valor critico. Como a alternativa é

: da forma (4.19), a regra de rejeicao € da forma ¢ < —c, em que ¢ € um valor positivo escolhido de uma

3 distribuigo ¢ apropriada. Ou entdo calculamos a estatistica ¢ €, em seguida, o p-valor (veja a Se¢io 4.2).

A tnica coisa que faz com que o teste da igualdade de dois pardmetros diferentes seja mais difi-

cil do que testar um tinico B; € a obteng@o do erro-padrdo do denominador de (4.20). Obter o numera-

dor € trivial, uma vez que tenhamos computado a regressdo de MQO. Ao usar os dados do arquivo
TWOYEAR.RAW, provenientes de Kane e Rouse (1995), estimamos a equagio (4.17):

log(3aldrio) = 1,472 + 0,0667 cp + 0,0769 univ + 0,0049 exper
. (0,021) (0,0068)  (0,0023) (0,0002) (4.21)
n = 6,763, R* = 0,222.

Ll

ool il 2 vowensii N

De (4.21), fica claro que cp e univ t€m ambos os efeitos — econdmico e estatistico — significantes sobre
o saldrio. Isso ¢, certamente, de interesse, mas estamos mais interessados em testar se a diferenca esti-
mada dos coeficientes € estatisticamente significante. A diferenga € estimada como 3, — 3,
—0,0102, de modo que o retorno de um ano em um curso profissionalizante € cerca de um ponto per-
centual menor que um ano na universidade. Economicamente, isso ndo € uma diferenca trivial. A dife-
renga de —0,0102 € o numerador da estatistica ¢ em (4.20).

Infelizmente, os resultados da regressao em (4.21) ndo contém informagdes suficientes para obter
0 erro-padrao de B, - [§2. Pode ser tentador afirmar que ep(,é |~ B:) = ep(ﬁ’l) - eP(Bz)’ mas isso nio
€ verdade. De fato, se invertéssemos os papéis de Bl e BA” terminariamos com um erro-padrdo negati-
vo da diferencga ao usar a diferenga dos erros-padrao. Estes devem sempre ser positivos porque eles sdo
estimativas dos desvios-padrio. Embora o erro-padrio da diferenga ,BI B_ dependa, certamente, de
ep(B,) e ep(Bz), ele depende de uma maneira um pouco complicada. Para encontrar ep(ﬁ| - ﬁz), pri-
meiro obtemos a varidncia da diferenca. Ao usar os resultados das variincias do Apéndice B (disponi-
vel no site da Thomson), temos

Va3, — B,) = Var(B,) + Var( B,) — 2 Cov(B,, B,). (4.22)

Observe, cuidadosamente, como as duas variancias sdo somadas e, entdo, a covariincia € subtraida

) _ n P . "
duas vezes. O desvio-padrio de BIA— B, € exatamente a raiz quAadrgda de (4.22), e, como [ep(B,)]” €
um estimador nio-viesado de Var(@8,), e similarmente para [ep(8,)]°, temos

ep(B, — B,) = {lep(B)1* + [ep(B)) — 2512}, (4.23)

HLANA I RO - Rah S gt b

vk IR T

em que s,, € uma estimativa de Cov(8 I ,éz). Nio mostramos uma férmula para Cov(8 [ Bz). Alguns
programas de regressao tém caracteristicas que nos permitem obter s,,, caso em que se pode calcular
| 0 erro-padrio em (4.23) e, em seguida, a estatistica ¢t em (4.20). O Apéndice E mostra com usar a dlge-
bra matricial para obter s,.

: Vamos sugerir uma outra rota que ¢ muito mais simples de calcular, menos provavel de levar a
erro e prontamente aplicdvel a uma variedade de problemas. Em vez de tentar calcular ep(ﬁ, - ﬁz) a
partir de (4.23), é muito mais facil estimar um modelo diferente que produz, diretamente, o erro-padrao
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de interesse. Defina um novo parimetro como a diferenca entre 8, e 3,: 8, = 8, — B,. Entdo, quere-
mos testar

Hy: 6, = O contraH,;: 6, <0O. ’ (4..2'4)"

A estatistica ¢ em (4.20), em termos de él, ¢ exatamente ¢ = éllep(él). O desafio € encontrar ep(é D

Podemos obter isso ao reescrever o modelo, de modo que 6, aparece diretamente como o coefi-
ciente de uma das varidveis independentes. Como 6; = 8, — B,, podemos também escrever 8, = 0,
+ f3,. Inserindo em (4.17) e rearranjando, resulta a equagao

log(saldrio) = By + (8, + By)ep + Byuniv + Baexper + u

4.25
= Bo + 0,cp + Bo(cp + univ) + Biexper + u. ( ’

A idéia fundamental € que o parametro 6,, cuja hip6tese estamos interessados em testar, multiplica
agora a variavel ¢p. O intercepto ainda € 3, € exper também aparece multiplicado por 85. Mais impor-
tante, hd uma nova varidvel multiplicando 3,, a saber, pc + univ. Assim, se quisermos estimar direta-
mente 8, e obter o erro-padrao él, entdo devemos construir a nova varidvel pc + univ e inclui-la no
modelo de regressao no lugar de univ. Nesse exemplo, a nova varidvel tem uma interpretagio natural:
ela € o rotal de anos de curso superior; assim, defina totgrad = pc + univ e escreva (4.25) como

log(saldrio) = By + 0,cp + Bytotgrad + Biexper + u. (4.26) .

O parametro B8, desapareceu do modelo, enquanto 6, aparece explicitamente. Esse modelo €, de fato,
uma maneira diferente de escrever o modelo original. A unica razdo pela qual definimos esse modelo
¢ que, quando o estimamos, o coeficiente de cp (() ), e, mais importante, ep(0 ) € informado juntamen-
te com a estimativa. A estatistica t que queremos € a que estd relacionada a c¢p (e ndo a totgracf) eé
informada por qualquer programa de regressao.

Quando fazemos isso com as 6.763 observagdes utilizadas anteriormente, o resultado €

log($aldrio) = 1,472 — 0,0102 cp + 0,0769 totgrad + 0,0049 exper
(0,021) (0,0069) (0,0023) (0,0002) (4.27)
n = 6,763, R> = 0,222,

Nessa equagido, o Unico nimero que nao poderiamos obter de (4.21) € o erro-padrao da estimativa
—0,0102, que € igual a 0,0069. A estatistica ¢ para testar (4,18) ¢ —0,0102/0,0069 = —1,48. Contra a
alternativa unilateral (4.19), o p-valor € cerca de 0,070; assim, ha alguma, mas nao forte, evidéncia con-
tra (4.18).

O intercepto e a estimativa de inclinagdo de exper, juntamente com os erros-padrao, s30 0s mes-
mos de (4.21). Esse fato deve ser exato, e ele fornece uma maneira de checar se a equagao transforma-
da foi apropriadamente estimada. O coeficiente da nova varidvel, totgrad, é a mesma do coeficiente de

univ em (4.21), e o erro-padrao também € o mesmo. Sabemos que isso deve acontecer ao comparar
(4.17) e (4.25).

i



Wooldridge Capitulo 4  Analise de Regressido Multipla: Inferéncia 137

E bastante simples calcular um intervalo de confianga de 95% para 6, = B, — B,. Usando a apro-
ximag@o normal padronizada, o IC € obtido da maneira usual: 6, + 1,96 ep(6,), que, nesse caso, leva a
—0,0102 + 0,0135.

A estratégia de reescrever o modelo, de modo que ele contenha o pardmetro de interesse, funcio-
na em todos os casos e € facil de implementar. (Veja os problemas 4.12 e 4.14 para outros exemplos.)

4.5 TESTES DE RESTRIGOES LINEARES MULTIPLAS: O TESTE F

A estatistica t associada com qualquer coeficiente de MQO pode ser usada para testar se 0 parametro
desconhecido correspondente na populacdo € igual a qualquer constante dada (freqiientemente, mas
ndo sempre, zero). Acabamos de mostrar como testar hipiteses sobre uma tnica combinag@o linear dos
fB; ao rearranjar a equagdo e computar uma regressdo usando varidveis transformadas. No entanto, até
agora, somente cobrimos hip6teses que envolvem uma dnica restricao. Freqiientemente, desejamos tes-
tar hipéteses rmiiltiplas sobre os parametros subjacentes 3, B, ..., B;- Vamos comecar com o caso de
testar se um conjunto de varidveis independentes nio tem efeito parcial sobre uma varidvel dependente.

Teste de Restricoes de Exclusao

Ja sabemos como testar se uma varidvel particular ndo tem efeito sobre a varidvel dependente, usando
a estatistica . Agora, queremos testar se um grupo de varidveis nao tem efeito sobre a varidvel depen-
dente. Mais precisamente, a hipétese nula é que um conjunto de varidveis ndo tem efeito sobre y, ja
que outro conjunto de varidveis foi controlado.

Como uma ilustragdo do porqué de testar a significancia de um grupo € iitil, vamos considerar o
seguinte modelo que explica os saldrios dos jogadores da principal liga de beisebol dos Estados
Unidos:

log(saldrio) = B, + B,anos + Byjogosano + Birebmed +
(4.28)

Bashrunano + Bsrebrunano + u,

em que saldrio é o salario total do jogador em 1993, anos corresponde aos anos do jogador na liga,
Jjogosano € a média de partidas jogadas por ano, rebmed ¢ a média de rebatidas na carreira do jogador,
hrunano corresponde a rebatidas que redundaram em pontos (volta completa por todas as bases) por
ano, e rebrunano corresponde a rebatidas que redundaram em corrida até a préxima base por ano.
Suponha que queiramos testar a hipdtese nula de que, uma vez que anos na liga e jogos por ano foram
controlados, as estatisticas que medem o desempenho — rebimed, hrunano e rebrunano — nio t€m efei-
to sobre o saldrio. Essencialmente, a hip6tese nula expressa que a produtividade, medida pelas estatis-
ticas do beisebol, ndo tem efeito sobre o saldrio.
Em termos dos parametros do modelo, a hipétese nula € formulada como

Hy:B:=10,8,=0,B85=0. (4.29)

A hipgtese nula (4.29) constitui trés restri¢oes de exclusio: se (4.29) é verdadeira, entdo rebmed,
hrunano e reburano nao t€m efeito sobre log(saldrio) apds anos e jogosano terem sido controlados e,
portanto, deveriam ser excluidos do modelo. Esse € um exemplo de conjunto de restri¢ées miltiplas
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porque estamos colocando mais de uma restri¢io sobre os parimetros de (4.28); posteriormente, vere-
mos mais exemplos gerais de restricdes multiplas. Um teste de restricdes miiltiplas € chamado teste
de hipéteses multiplas ou o teste de hipéteses conjuntas.

Qual seria a alternativa a (4.29)? Se o que temos em mente € que “estatisticas de desempenho
importam, mesmo apés controlar as varidveis anos na liga e jogos por ano”, entdo a hip6tese alternati-
va € simplesmente -

H,: Hy ndo € verdadeira. (4.30)

A alternativa (4.30) se mantém quando pelo menos um dos ; S, ou (s for diferente de zero.
(Qualquer um deles ou todos poderiam ser diferentes de zero.) O teste que estudamos aqui € construi-
do para detectar qualquer violagdo de Hy. Ele também € valido quando a hipétese alternativa & algo
como H;: B3 > 0, ou B, > 0, ou B5 > 0, mas ele ndo serd o melhor teste possivel sob essas alternati-
vas. Ndo temos o espago ou a formacdo estatistica necessarios para cobrir testes mais poderosos sob
hipéteses alternativas unilaterais muiltiplas.

Como devemos proceder para testar (4.29) contra (4.30)? E tentador testar (4.29) usando as esta-
tisticas ¢ das varidveis rebmed, hrunano e rebrunano para determinar se cada variavel € individual-
mente significante. Essa op¢do ndo € apropriada. Uma estatistica ¢ particular testa uma hipétese que
ndo coloca restri¢des sobre 0s outros parametros. Além disso, teriamos trés resultados para resolver
o problema — um para cada estatistica ¢. Qual deles constituiria a rejei¢ao de (4.29) ao nivel de, por
exemplo, 5%7? Dever-se-ia exigir que todas as trés estatisticas ¢ sdo significantes ao nivel de 5% ou
somente uma das trés? Essas sdo questdes dificeis, e felizmente nio temos de respondé-las. Além do
mais, usar estatisticas f separadas para testar uma hipétese miiltipla como (4.29) pode ser muito enga-
noso. Precisamos de uma maneira para testar as restrigdes de exclusio conjuntamente.

Para ilustrar essas questdes, estimamos a equagio (4.28) usando os dados do arquivo MLB1.RAW.
Obtemos

log(sdlary) = 11,10 + 0,0689 anos + 0,0126 jogosano

(0,29) (0,0121) (0,0026)
+ 0,00098 rebmed + 0,0144 hrunano + 0,0108 rebrunano (4.31)
(0,00110) (0,0161) (0,0072)

n = 353, SQR = 183,186, R* = 0,6278,

em que SQR € a soma dos residuos quadrados. (vamos usa-lo mais tarde.) A fim de facilitar futuras
comparagdes, deixamos varios nimeros apds a virgula em SQR e no R-quadrado. A equagdo (4.31)
revela que, enquanto anos e jogosano sdo estatisticamente significantes, nenhuma das varidveis reb-
med, hrunano e rebrunano tem uma estatistica f estatisticamente significante contra uma alternativa
bilateral ao nivel de significancia de 5%. (A estatistica t de rebrunano esta muito préxima de ser sig-
nificante; seu p-valor bilateral € 0,134.) Assim, baseados nas tr€s estatisticas f, parece que nio pode-
mos rejeitar Hy,.

Essa conclusio revela-se errada. A fim de ver isso, devemos derivar um teste de restricao multi-
pla cuja distribui¢do seja conhecida e tabelada. A soma dos residuos quadrados aparece, agora, para
dar uma base muito conveniente para testar hipéteses multiplas. Também mostraremos como o R-qua-
drado pode ser usado no caso especial de testar restricdes de exclusio.

4
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Conhecer a soma dos residuos quadrados em (4.31) ndo nos diz nada sobre a decisdo quanto 2 hipé-
tese nula em (4.29). O que nos dira algo €: saber de quanto aumenta SQR quando retiramos as varidveis
rebmed, hrunano e rebrunano do modelo. Lembre-se de que, como as estimativas de MQO s#o escolhi-
das para minimizar a soma dos residuos quadrados, 0 SQR sempre aumenta quando varidveis sio retira-
das do modelo; esse € um fato algébrico. A questdo € saber se esse aumento € suficientemente grande, rela-
tivamente ao SQR do modelo com todas as varidveis, para garantir a rejeicao da hipétese nula.

O modelo sem as trés varidveis em questdo € simplesmente

log(saldrio) = By + Bianos + B,jogosano + u. (4.32)

No contexto do teste de hipdteses, a equacio (4.32) é o modelo restrito para testar (4.29); o mode-
lo (4.28) € chamado modelo irrestrito. O modelo restrito sempre tem menos parametros que o modelo
irrestrito.

Quando estimamos o modelo restrito usando os dados do arquivo MLB1.RAW, obtemos

log(sdldrio) = 11,22 + 0,0713 anos + 0,0202 jogosano
(0,11) (0,0125) (0,0013) (4.33)
n = 353, SQR = 198,311, R* = 0,5971.

Como imaginamos, o SQR de (4.33) € maior que o SQR de (4.31), e o R-quadrado do modelo restri-
to € menor que o R-quadrado do modelo irrestrito. O que precisamos decidir € se, ao passarmos do
modelo irrestrito para o modelo restrito, o aumento em SQR (183,186 para 198,311) ¢ suficientemen-
te grande para garantir a rejei¢do de (4.29). Como em todo teste, a resposta depende do nivel de sig-
nificincia do teste. No entanto, ndo podemos realizar o teste a um determinado nivel de significincia
até que tenhamos uma estatistica cuja distribui¢io seja conhecida, e possa ser tabelada, sob H,,.
Assim, precisamos de uma maneira de combinar as informacdes dos dois SQRs para obter uma esta-
tistica de teste com uma distribui¢@o conhecida sob H,,.

Podemos derivar o teste para o caso geral, visto que isso nio € tdo dificil. Escreva o modelo irres-
trito com k varidveis independentes como

y = Bo+ Bix; + ... Bixy + u; (4.34)

o nimero de parametros no modelo irrestrito € k + 1. (Lembre-se de adicionar um por causa do inter-
cepto.) Suponha que temos g restrigdes de exclusdo para testar: isto €, a hipétese nula afirma que ¢
varidveis em (4.34) tém coeficientes zero. Por simplicidade notacional, assuma que sejam as ¢ ulti-
mas varidveis da lista de varidveis independentes: x;_, ., ..., X;. (A ordem das varidveis, evidente-
mente, € arbitraria e ndo importa.) A hipétese nula € formulada como

HO: Bk-—q+] = 0, ceey Bk = 0, (4.35)
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que coloca q restrigdes de exclusdo sobre o modelo (4.34). A hipétese alternativa a (4.35) € simples-
mente que Hy € falsa; isso significa que pelo menos um dos pardmetros listados em (4.35) € diferente
de zero. Quando impomos as restrigdes sob H,, ficamos com o modelo restrito:

y = ﬁo + lel + ...+ Bk—qu—q + u. i (4-36)

Nesta se¢do, vamos assumir que ambos os modelos irrestrito e restrito contém um intercepto, ja que
esse € o caso mais amplamente encontrado na prética.

Agora, vamos a estatistica de teste propriamente dita. Anteriormente, sugerimos que olhar para o
aumento relativo em SQR quando nos movemos do modelo irrestrito para o restrito deveria ser infor-
mativo para testar a hipétese (4.35). A estatistica F (ou razdo F) € definida como

(SOR, — SOR,)/q
SOR I(n—k— 1)’

F (4.37)

em que SQR, é a soma dos residuos quadrados do modelo restrito, e SQR;, € a soma dos residuos qua-
drados do modelo irrestrito.

Vocé deveria observar imediatamente que, como SQR,. ndo pode ser maior que SQR;,, a estatis-
tica F € sempre ndo-negativa (e quase sempre estritamente positiva). Assim, se vocé calcular uma
estatistica F negativa, algo esta errado; em geral, a ordem dos SQRs no numerador de F € equivoca-
damente invertida. Também, o SQR no denominador de F € o SQR do modelo irrestrito. A mancira
mais facil de lembrar onde os SQRs aparecem € pensar em F medindo o aumento relativo em SQR
quando nos movemos do modelo irrestrito para o restrito.

Considere a possibilidade de relacionar o desempenho individual em um teste padronizado, nota, a uma varie-
dade de outras variaveis. Fatores relativos a escola incluem o tamanho médio da classe, os gastos por estudan-
te, o salario médio dos professores e o total de matriculas escolares. Outras variaveis especificas aos estu-
dantes s3o a renda familiar, a educacdo da mae, a educacdo do pai e o nimero de irmaos. O modelo é

nota = B, + B,tclasse + B,gasto + Bitotalsalp +
Bymatricl + Bs rendfam + Bgeducm +
B, educp + Bgirmdos + u.

Formule a hipétese nula de que as varidveis especificas aos estudantes ndo t&m efeito sobre o desem-
penho no teste padronizado, uma vez que os fatores relativos a escola sejam controlados. Quais séo os valo-
res de k e g nesse exemplo? Escreva a versdo restrita do modelo.

A diferenga nos SQRs no numerador de F € dividida por ¢, o qual € o nliimero de restrigdes impos-
tas ao nos movermos do modelo irrestrito para o restrito (g varidveis independentes foram retiradas).
Portanto, podemos escrever
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*(a38)F

SR

g = graus de liberdade do numerador = gl, — gl,,,

o que também mostra que g € a diferenca nos graus de liberdade entre os modelos restrito e irrestrito.
(Lembre-se de que g/ = nimero de observagGes-niimero de parametros estimados.) Visto que o modelo
restrito tem menos parametros — e cada modelo € estimado usando as mesmas n observagdes —, gl, é
sempre maior que gl;,.

O SQR no denominador de F € dividido pelos graus de liberdade do modelo irrestrito:

n —k —1 = graus de liberdade do denominador = gi,,. (4.39)

De fato, o denominador de F é exatamente o estimador ndo-viesado de o> = Var(x) do modelo irres-
trito.

Em uma aplicagdo particular, calcular a estatistica F' € mais facil do que ler penosamente a nota-
¢do um pouco incémoda usada para descrever o caso geral. Em primeiro lugar, obtemos os graus de
liberdade do modelo irrestrito, g/;,. Entdo, contamos quantas variaveis estio excluidas no modelo res-
trito; esse € o valor de ¢g. Os SQRs sd@o informados em toda regressao de MQO e, portanto, € simples
compor a estatistica F. -

Na regressdo do saldrio da principal liga de beisebol, n = 353, e o0 modelo completo (4.28) con-
tém seis pardmetros. Assim, n — k — 1 = gl,, = 353 — 6 = 347. O modelo restrito (4.32) contém
menos trés varidveis independentes que (4.28), ¢ portanto, g = 3. Assim, temos todos os ingredientes
para calcular a estatistica F; vamos adiar o calculo até€ que saibamos o que fazer com ele.

A fim de usar a estatistica F, devemos conhecer sua distribuigdo amostral sob a hipétese nula para
escolher os valores criticos e as regras de rejei¢cido. Pode ser mostrado que, sob H, (e assumindo que as
hipéteses do MCL se mantém), F € distribuido como uma varidvel aleatéria F com (g, n — k — 1) graus
de liberdade. Escrevemos isso como

F~ Fz/.n—k—l'

A distribuigdo de F, ,, _ , - ; estd tabelada e disponivel em tabelas estatisticas (veja a Tabela G.3) e,
ainda mais importante, em programas estatisticos.

Nio vamos derivar a distribui¢do F porque a matematica € muito complicada. Basicamente, pode
ser mostrado que a equagao (4.37) €, de fato, a razdo de duas varidveis aleatérias qui-quadradas inde-
pendentes, divididas por seus respectivos graus de liberdade. A varidvel aleatoria qui-quadrada do
numerador tem g graus de liberdade, ¢ a qui-quadrada do denominador tem n — k — 1 graus de liber-
dade. Essa € a defini¢do de uma varidvel aleatéria com distribui¢do F (veja o Apéndice B, disponivel
no site da Thomson).

Da definigdo de F, ¢ bastante claro que rejeitaremos H, em favor de H, quando F for suficiente-
mente “grande”. A grandeza depende de nosso nivel de significancia escolhido. Suponha que decidi-
mos por um teste ao nivel de 5%. Seja ¢ o 95° percentil da distribuigdo Fy -k 1. O valor critico
depende de g (os gl do numerador) e n — k — 1 (o0s g/ do denominador). E importante guardar corre-
tamente os graus de liberdade do numerador e do denominador.

Os valores criticos de 10%, 5% e 1% da distribuigdo F sdo dados na Tabela 1.3. A regra de rejei-
¢do € simples. Uma vez obtido c, rejeitamos H,, em favor de H,, ao nivel de significancia escolhido se

F>c. ' (4.40)
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Com um nivel de significincia de 5%, ¢ = 3en — k — 1 = 60, o valor critico é ¢ = 2,76. Rejei-
tariamos Hy, ao nivel de significincia de 5% se o valor calculado da estatistica F' excedesse 2,76. O
valor critico a 5% e a regido de rejeigdo sdo apresentados na Figura 4.7. Para os mesmos graus de liber-

dade, o valor critico a 1% € 4,13.

:: s ;
Ovalor cntwod 5% regido de rejeicio em uma aoF
R i:u:@ sség &umgalm}&&«%i mi«ﬁ M,,Bmm?s Q 3.60-
area = 0,95
drea = 0,05

drea de
2,76 rejei¢iio

Na maioria das aplicagdes, os graus de liberdade do numerador (g) serdo notadamente menores
que os graus de liberdade do denominador (n — k — 1). As aplica¢bes em que 1 — k — 1 menor tém
menos probabilidade de serem bem-sucedidas porque os pardmetros do modelo irrestrito provaveimen-
te ndo serdo estimados com precisdo. Quando os g/ do denominador alcangam cerca de 120, a distri-
buigio F ndo € mais sensivel a eles. (Isso € totalmente semelhante a distribuigdo ¢ aproximada pela dis-
tribui¢do normal padronizada quando os g/ tornam-se grandes.) Assim, hd uma entrada na tabela para
o denominador g/ = o, e isso € 0 que usamos com amostras grandes (visto que n — k — 1 €, entio,
grande). Uma formulacdo semelhante € vdlida para os g/ do numerador grandes, mas isso raramente
ocorre nas aplicagdes.

Se H,, € rejeitada, dizemos que x;_ 4, ---, X; s30 estatisticamente significantes conjuntamente
(ou apenas conjuntamente significantes) ao nivel de significincia apropriado. Esse teste sozinho nio
nos permite dizer quais das varidveis t€ém um efeito parcial sobre y; todas elas podem afetar y ou tal-
vez somente uma afeta. Se a hipétese nula ndo for rejeitada, as varidveis sdo conjuntamente nio sig-
nificantes, o que, em geral, justifica retird-las do modelo.



e T il M=

B A e R s e

AT b R A R ST ITN A L TR 4

Wooldridge Capitulo 4  Analise de Regressdo Multipla: Inferéncia 143

No exemplo da principal liga de beisebol com trés graus de liberdade do numerador e 347 graus
de liberdade do denominador, o valor critico a 5% € 2,60, e o valor critico a 1% é 3,78. Rejeitamos H,
ao nivel de 1% se F esta acima de 3,78; rejeitamos H,, ao nivel de 5% se F est4 acima de 2,60.

Estamos agora em posicdo para testar a hipétese com a qual iniciamos esta se¢do: ap6s controlar
anos e jogosano, as variaveis rebmed, hrunano e rebrunano nio tém efeito sobre os salarios dos joga-
dores. Na pratica, € mais ficil, em primeiro lugar, calcular (SQR, — SQR;,)/SQR;, e entdo multiplicar
o resultado por (n — k — 1)/q; a razao pela qual a formula € expressa como em (4.37) € que ela torna
mais facil guardar corretamente os graus de liberdade do numerador € do denominador. Usando os
SQRs em (4.31) e (4.33), temos

_ (198311 — 183,186) 347 _
B 183,186 3

F 9,55.

Esse nimero estd bem acima do valor critico de 1% da distribuicao F com 3 e 347 graus de liberda-
de €, portanto, rejeitamos completamente a hipétese de que rebmed, hrunano e rebrunano nio tém
efeito sobre o salario.

O resultado do teste conjunto pode parecer surpreendente a luz das estatisticas f ndo significan-
tes das trés variaveis. O que esta acontece € que as variaveis hrunano e rebrunano sao altamente cor-
relacionadas, e essa multicolinearidade torna dificil descobrir o efeito parcial de cada varidvel; isso é
refletido nas estatisticas ¢ individuais. A estatistica F testa se essas varidveis (incluindo rebmed) sao
conjuntamente significantes, e a multicolinearidade entre hrunano e rebrunano é muito menos rele-
vante para testar essa hipotese. No Problema 4.16, pediremos que vocé estime novamente o modelo
retirando rebrunano, caso em que hrunano torna-se muito significante. O mesmo € verdadeiro para
rebrunano quando hrunano € retirado do modelo.

A estatistica F € freqiientemente iitil para testar a exclusdo de um grupo de varidveis quando as
variaveis do grupo sdo altamente correlacionadas. Por exemplo, suponha que queiramos testar se o
desempenho da empresa afeta os saldrios dos seus diretores executivos. Hia muitas maneiras de medir
o desempenho das empresas, € ndo € claro dizer, antecipadamente, qual medida € a mais importante.
Como as medidas de desempenho das empresas sdo, provavelmente, altamente correlacionadas, espe-
rar encontrar medidas individualmente significantes pode ser pedir demais, devido a multicolinearida-
de. No entanto, um teste F pode ser usado para determinar se, como um grupo, as varidveis de desem-
penho das empresas afetam o saldrio.

Relacao entre as Estatisticas Fe t

Vimos nesta se¢do como a estatistica F pode ser usada para testar se um grupo de variaveis deve ser
incluido em um modelo. O que aconteceria se aplicdssemos a estatistica F' ao caso de testar a significin-
cia de uma dnica varidvel independente? Esse caso certamente ndo € excluido pelo desenvolvimento
anterior. Por exemplo, podemos descrever a hipétese nula como H,: 8, = 0 e ¢ = 1 (para testar a nica
restri¢do de exclusdo, de que x; pode ser excluido do modelo). Da Secdo 4.2, sabemos que a estatistica
t de B, pode ser usada para testar essa hipétese. A questdo, entdo, €: temos duas maneiras separadas de
testar hipéteses sobre um tinico coeficiente? A resposta € nao. E possivel mostrar que a estatistica F para
testar a exclusio de uma Gnica varidvel € igual ao quadrado da estatistica t correspondente. Como
t,:f_ ,—; tem uma distribui¢do F, ,_,_,, as duas abordagens levam exatamente ao mesmo resultado,
desde que a hipétese alternativa seja bilateral. A estatistica t € mais flexivel para testar uma tinica hip6-
tese porque ela pode ser usada para testar alternativas unilaterais. Visto que as estatisticas ¢ também sio
mais ficeis de serem obtidas do que as estatisticas F, ndo ha razdo para usar uma estatistica F para tes-

tar hipéteses sobre um tnico parametro.
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Na regressao dos jogadores da principal liga de beisebol, vimos que duas (ou mais) varidveis que
tém, cada uma, estatisticas ¢ ndo significantes podem ser conjuntamente muito significantes. Também
€ possivel que, em um grupo de muitas varidveis explicativas, uma variavel tenha uma estatistica ¢ sig-
nificante, mas o grupo de varidveis € conjuntamente nao significante aos niveis de significancia usuais.
O que devemos fazer com esse tipo de resultado? Em termos concretos, suponha que, em um modelo
com muitas varidveis explicativas, n3o possamos rejeitar a hiptese nula de que 8, 85, B3, B4 € B5 sao
todos iguais a zero ao nivel de 5%, ainda que a estatistica ¢ de B, seja significante ao nivel de 5%.
Logicamente, ndo podemos ter B, # 0 e também ter 8,, B,, B3, B4 € Bs todos iguais a zero! Contudo,
quando se trata de fazer um teste, € possivel que agrupemos um punhado de varidveis ndo significantes
juntamente com uma varidvel significante e concluamos que o conjunto inteiro de varidveis € conjun-
tamente ndo significante. (Tais possiveis conflitos entre um teste ¢ € um teste F conjunto ddo outro
exemplo da razdo de ndo devermos “aceitar” hipéteses nulas; podemos somente ndo rejeitd-las.)
Espera-se que a estatistica F revele se qualquer combinagio de um conjunto de coeficientes € diferente
de zero, mas ele nunca € o melhor teste para determinar se um tnico coeficiente ¢ diferente de zero.
O teste ¢ € o mais apropriado para testar uma tnica hipdtese. (Tecnicamente, uma estatistica F para
restri¢gdes conjuntas que incluam 3, = 0 tem menos poder de detectar 8, # 0 do que a estatistica ¢ usual.
Para uma discussdo do poder de um teste, veja a Se¢do C.6 do Apéndice C, disponivel no site da
Thomson.)

Infelizmente, o fato de podermos as vezes ocultar uma variavel estatisticamente significante entre
algumas varidveis nao significantes pode levar a equivocos se os resultados da regressao nao forem cui-
dadosamente descritos. Por exemplo, suponha que, num estudo dos determinantes das taxas de apro-
vacdo de empréstimos de uma cidade, x, € a fragdo de familias negras na cidade. Suponha que as varii-
vels x», X3, X4 € X5 sejam as fracdes de familias chefiadas por diferentes grupos de idade. Ao explicar
as taxas de empréstimos, incluirfamos medidas de renda, riqueza, avaliagdo de crédito, e assim por
diante. Suponha que a idade do chefe de familia ndo tenha efeito sobre as taxas de aprovagio de
empréstimos, uma vez que as outras varidveis sejam controladas. Mesmo se a raga tiver um efeito mar-
ginalmente significante, € possivel que as varidveis raga e idade sejam conjuntamente nio significantes.
Alguém que queira concluir que raga ndo € um fator importante poderia simplesmente escrever algo
como “As varidveis raga e idade foram acrescentadas a equagdo, mas elas foram conjuntamente nio
significantes ao nivel de 5%”. Felizmente, a revisdo atenta impede esses tipos de conclusdes enganosas,
mas vocé deve estar consciente de que elas podem ocorrer.

Freqiienteménte, quando uma varidvel € estatisticamente muito significante e ela € testada conjun-
tamente com outro conjunto de varidveis, o conjunto serd conjuntamente significante. Em tais casos,
ndo ha mais inconsisténcia logica em rejeitar ambas as hipéteses nulas.

A Forma R-quadrado da Estatistica F

Para teslar restrigdes de exclusdo € freqilientemente mais conveniente ter uma forma da estatistica F que
possa ser calculada usando os R-quadrados dos modelos restrito e irrestrito.

Uma razio para isso € que o R-quadrado estd sempre entre zero e um, enquanto os SQRs podem
ser muito grandes, dependendo da unidade de y, o que faz dos célculos baseados nos SQRs algo ente-
diante. Usando o fato de que SQR, = SQT(1 — R} e SQR,;, = SQT(1 — R>), podemos substituir esses
termos em (4.37) para obter

(R, = RD/q
(1 = R)(n—k—1)

Il

F (4.41)
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(observe que os termos SQT sdo cancelados). Isso se chama a forma R-quadrado da estatistica F.
[Neste ponto, voc€ deve ser advertido de que embora a equagio (4.41) seja muito conveniente para tes-
tar restricdes de exclusao, ela ndo pode ser aplicada para testar todas as restri¢des lineares. Como vere-
mos ao discutir como testar restri¢des lineares gerais, a forma soma dos residuos quadrados da estatis-
tica F €, as vezes, necessdria.]

Como o R-quadrado € um resultado informado em quase todas as regressdes (embora o SQR nio
seja), € facil usar os R-quadrados dos modelos irrestrito e restrito para testar a exclusdo de algumas
varidveis. Atengao particular deve ser colocada a ordem dos R-quadrados do numerador: o R-quadrado
irrestrito vem primeiro [compare com os SQRs em (4.37)]. Como R,.zr > Rf, 1ss0 mostra novamente que
F sempre sera positivo.

Ao usar a forma R-quadrado para testar a exclusdo de um conjunto de varidveis, € importante
ndo elevar ao quadrado o R-quadrado antes de coloca-lo na férmula (4.41), pois isso ja foi feito. Todas
as regressdes informam o R, e esses nimeros sdo colocados diretamente em (4.41). No exemplo do
salario dos jogadores de beisebol, podemos usar (4.41) para obter a estatistica F:

_ (0.6278 = 0,5971) 347 _

d (1 —0,6278) 3

9,54,

que esta muito préxima da que obtivemos anteriormente. (A diferenca se deve a erro de arredondamento.)

EXEMPLO 4.9

(Educacao dos Pais em uma Equac¢ao do Peso de Nascimentos)

Como outro exemplo de calculo de uma estatistica F, considere o seguinte modelo para explicar o peso de
recém-nascidos em termos de varios fatores:

pesonas = Bo + Bcigs + Byordnas + B;rendfam +

Baeducm + Bseducp + u, (4.42)

em que pesonas é o peso de nascimento, em libras, cigs € o nimero médio de cigarros que a mae fumou
por dia durante a gravidez, ordnas é a ordem de nascimento dessa crianca, rendfam € a renda familiar
anual, educm corresponde aos anos de escolaridade formal da mae e educp corresponde aos anos de esco-
laridade formal do pai. Vamos testar a hipétese nula de que, apds controlar cigs, ordnas e rendfam, a edu-
cagdo dos pais ndo tem efeito sobre o peso de nascimento. Isso é expresso como Hy: B, = 0, Bs = 0, e por-
tanto ha g = 2 restricdes de exclusao para serem testadas. Ha k + 1 = 6 parametros no modelo irrestrito
(4.42), de modo que os g/ do modelo irrestrito sdo n — 6, em que n é o tamanho da amostra.

Vamos testar essa hipotese usando os dados em BWGHT.RAW. Esse conjunto de dados contém infor-
macbes de 1.388 nascimentos, mas devemos ser cuidadosos ao contar as observacoes usadas no teste da
hipdtese nula. Ocorre que em pelo menos uma das varidveis educm e edcup estao faltando informacdes
de 197 nascimentos na amostra; essas observa¢des ndo podem ser incluidas ao estimar o modelo irrestri-
to. Assim, temos realmente n = 1.191 observacdes e, portanto, ha 1.191 — 6 = 1.185 g/ no modelo
irrestrito. Devemos estar sequros de usar essas mesmas 1.191 observacdes quando estimarmos o mode-
lo restrito (e ndo o total das 1.388 observacdes que estdo disponiveis). Em geral, ao estimar o modelo res-
trito para calcular um teste F, devemos usar as mesmas observagdes para estimar o modelo irrestrito; de
outro modo, o teste ndo é valido. Quando ndo faltarem dados, isso deixa de ser um problema.
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EXEMPLO 4.9 (continuagao)ss

0s g/ do numerador s3o iguais a 2, e os g/ do denominador, a 1.185; da Tabela G.3, o valor critico a 5% é

= 3,0. Por brevidade, em vez de informar os resultados completos, vamos apresentar somente os R-quadra-

dos. O R-quadrado do modelo completo é R2 = 0,0387. Quando educm e educp s3o retirados da regresso, o

R-quadrado cai para R? = 0,0364. Assim, a estatistica F é F = [(0,0387 — 0,0364)/(1 — 0,0387)}(1,185/2)

= 1,42; como esse valor esta bem abaixo do valor critico de 5%, ndo é possivel rejeitar Hy. Em outras palavras,
educm e educp s30 conjuntamente nao significantes na equagao do peso de nascimento.

Calculo dos p-Valores para Testes F

Para apresentar os resultados dos testes F, os p-valores sdo especialmente tteis. Como a distribui¢do F
depende dos g/ do numerador e do denominador, € dificil obter uma impressao de quanto € forte ou fraca
a evidéncia contra a hipétese nula simplesmente olhando para o valor da estatistica F e um ou dois valo-
res criticos.

No contexto do teste F, o p-valor é definido como

p-valor = P(&F > F), ’ (4.43)

em que, para enfatizar, % representa uma varidvel aleatéria F com (g, n — k —1) graus de liberdade, ¢
F € o valor real da estatistica de teste. O p-valor ainda tem a mesma interpretagao que ele tinha para a
estatistica r: ele € a probabilidade de observarmos um valor de F pelo menos tao grande quanto aque-
le que encontramos, dado que a hip6tese nula € verdadeira. Um p-valor pequeno € evidéncia contra Hy,.
Por exemplo, o p-valor = 0,016 significa que a probabilidade de observarmos um valor de F'tio gran-
de quanto aquele para o qual a hipdtese nula é verdadeira é somente 1,6%; em geral, rejeitamos H, em
tais casos. Se o p-valor = 0,314, entdo a probabilidade de observarmos um valor da estatistica F {50
grande quanto aquele sob a hipdtese nula € 31,4%. A maioria acharia esse valor uma evidéncia bastan-
te fraca contra H,,.

Os dados do arquivo ATTEND.RAW foram usados para estimar as duas equacoes
taxafreq = 47,13 + 13,37 ningradp
(2,87) (1,09
n = 680, R* = 0,183,

taxafreq = 75,70 + 17,26 nmgradp — 1,72 tac
(3,88)  (1,08) )
n = 680, R> = 0,291,

em que, COMO sempre, 0s erros-padrao estao entre parénteses; o erro-padrao de tac esta faltando na segun-
da equacdo. Qual é a estatistica t do coeficiente de tac? (Sugestdo: Primeiro calcule a estatistica F da signi-
ficdncia de tac.)
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Assim como com o teste ¢, uma vez calculado o p-valor, o teste F pode ser realizado para qual-
quer nivel de significancia. Por exemplo, se 0 p-valor = 0,024, rejeitamos Hy, ao nivel de significincia -
de 5%, mas ndo ao nivel de 1%. _

O p-valor do teste F no Exemplo 4.9 € 0,238, e portanto a hipStese nula de B, ucm € Beucp SEIEM
ambos zero nao é rejeitada mesmo ao nivel de significancia de 20%.

Muitos programas econométricos t€m recursos embutidos para testar restrigdes miltiplas de
exclusdo. Neles, o cdlculo computacional tem vérias vantagens sobre o cdlculo manual das estatisticas:
provavelmente cometeremos menos erros, os p-valores sdao calculados automaticamente e o problema
de falta de dados, como no Exemplo 4.9, € tratado sem qualquer trabalho adicional de nossa parte.

A Estatistica F para a Significancia Geral de uma Regressao

Um conjunto especial de restricdes de exclusdo € rotineiramente testado por muitos programas de
regressdo. Essas restri¢coes tém a mesma interpretagio, independentemente do modelo. No modelo com
k variaveis independentes, podemos escrever a hipdtese nula como

Hy: xy, X, ..., X, ndo ajudam a explicar y.

Essa hipétese nula €, de certa maneira, muito pessimista. Ela afirma que nenhuma das variaveis expli-
cativas tem um efeito sobre y. Expressa em termos dos parimetros, a hipétese nula € que todos os
parametros de inclinagio sio zero:

Ho:Bi=B,=..=B,=0, (4.44)

€ a hipotese alternativa € que pelo menos um dos f3; seja diferente de zero. Outra maneira iitil de for-
mular a hipétese nula é que Hy: E(ylx,, xa, ..., x;) = E(y), de modo que conhecer os valores de x;, xa,
..., Xz ndo afeta o valor esperado de y.

Ha k restri¢des em (4.44), e quando as impomos, obtemos o modelo restrito

y=PBotu (4.45)

todas as varidveis independentes foram retiradas da equagio. Agora, o R-quadrado da estimagdo de
(4.45) é zero; nada da variagdo em y estd sendo explicado porque ndo hd varidveis explicativas.
Portanto, a estatistica F para testar (4.44) pode ser escrita como

Rk
1 —-Rdn—-k-1’

(4.46)

em que R? é exatamente o R-quadrado usual da regressao de y sobre x,, x,, ..., x;.

A maioria dos programas de regressao informa a estatistica F em (4.46) automaticamente, o que
torna tentador usar essa estatistica para testar restrices de exclusio gerais. Vocé deve evitar essa tenta-
¢do. A estatistica F em (4.41) € usada para restri¢coes de exclusao gerais; ela depende dos R-quadrados
dos modelos restrito e irrestrito. A forma especial (4.46) € valida somente para testar a exclusao conjun-
ta de fodas as varidveis independentes. As vezes, isso € chamado de teste de significAncia geral da
regressao.
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Se ndo for possivel rejeitar (4.44), ndo ha evidéncia de que qualquer uma das varidveis independen-
tes ajude a explicar y. Isso usualmente significa que devemos procurar outras variiveis para explicar y.
Para o Exemplo 4.9, a Estatistica F para testar (4.44) é cercade 9,55comk =5en—-k—1=1.185 gl.
O p-valor € zero para quatro casas apds o ponto decimal, de modo que (4.44) € fortemente rejeitada.
Assim, concluimos que as varidveis na equagio pesonas explicam, de fato, alguma variagdo em pesonas.
A quantidade explicada ndo € grande: somente 3,87%. No entanto, o R-quadrado aparentemente
pequeno resulta em uma estatistica F altamente significante. Essa € a razdo de devermos calcular a
estatistica F para testar a significincia conjunta e nao apenas olhar o tamanho do R-quadrado.

Ocasionalmente, a estatistica F para a hipétese de que todas as varidveis independentes sdo
conjuntamente nao significantes pode ser o foco de um estudo. O Problema 4.10 pedir4 a vocé para
usar dados de retorno de agdes para testar se os retornos das agdes ao longo de um horizonte de
quatro anos sdo previsiveis, com base em informagdes conhecidas somente no inicio do periodo.
Sob a hipotese de mercados eficientes, os retornos nao deveriam ser previsiveis; a hipotese nula €
precisamente (4.44).

Teste de Restricoes Lineares Gerais

Testar restrigoes de exclusdo &, de longe, a mais importante aplicacdo da estatistica F. As vezes, entre-
tanto, as restri¢oes implicadas por uma teoria sdo mais complicadas do que apenas excluir algumas
varidveis independentes. E ainda simples usar a estatistica F para um teste dessa natureza.

Como um exemplo, considere a seguinte equagio:

log(prego) = By + B,log(aval) + B,log(tamterr)

(4.41}
+ Bslog(arquad) + Bugtdorm + u,

em que prego € o preco das casas, aval € o valor avaliado das casas (antes dc elas serem vendidas),
tamterr é o tamanho dos terrenos, em pés quadrados, arguad € a drea da casa em pés quadrados ¢
gtdorm é o nimero de quartos. Agora, suponha que gostarfamos de testar se o prego de avaliacio das
casas € uma avaliagiio racional. Nesse caso, uma variagdo de 1% em aval deve estar associada a uma
variagdo de 1% em prego; isto €, B, = 1. Além disso, tamterr, arquad e gtdorm nio devem ajudar a
explicar log(prego), uma vez que o valor de avaliagdo tenha sido controlado. Juntas, essas hipdteses
podem ser expressas como

Hy: B, =1,B,=0,8,=0,8,=0. (4.48)

Aqui ha quatro restri¢des a serem testadas; trés sao restrigoes de exclusdo, mas 8, = 1 ndo é. Como
podemos testar essa hipétese usando a estatistica F?

Como no caso da restricio de exclusao, estimamos o modelo irrestrito, (4.47) nesse caso, e, em
seguida, impomos as restri¢des em (4.48) para obter o modelo restrito. O segundo passo pode ser um
pouquinho complicado. Porém, tudo o que fazemos € inserir as restri¢des. Se escrevermos (4.47) como

y = Bo t Bix; T Boxa t Baxs + Buxs + (4.49)
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entdo o modelo restrito € y = 3, + x; + u. Agora, a fim de impor a restri¢ao de que o coeficiente de
x, é a unidade, devemos estimar o seguinte modelo:

y—x; =B+ u ' (4.50)

Esse € apenas um modelo com um intercepto (8,), mas com uma varidvel dependente diferente daquela
em (4.49). O procedimento para calcular a estatistica F' € o mesmo: estime (4.50), obtenha o SQR (SQR,)
e utilize-o com o SQR de (4.49) na estatistica F (4.37). Estamos testando g = 4 restri¢des, e hin—5 gl
no modelo irrestrito. A estatistica F € simplesmente [(SQR, — SQR;,)/SQR;,1[(n — 5)/4].

Antes de ilustrar esse teste usando um conjunto de dados devemos enfatizar um ponto: nao pode-
mos usar a forma R-quadrado da estatistica F nesse exemplo porque a varidvel dependente em (4.50)
¢ diferente daquela em (4.49). Isso significa que a soma dos quadrados total das duas regressdes serd
diferente, e (4.41) ndo é mais equivalente a (4.37). Como regra geral, a forma SQR da estatistica F deve
ser usada se uma varidvel dependente diferente for necessdria para computar a regressao restrita.

O modelo irrestrito estimado usando os dados em HPRICE1.RAW ¢é

log(piego) = 0,264 + 1,043 log(aval) + 0,0074 log(tamterr)

(0,570) (0,151) (0,0386)
— 0,1032 log(arquad) + 0,0338 gtdorm
(0,1384) (0,0221)

n = 88, SQR = 1,822, R*> = 0,773.

Se usamos separadamente as estatisticas f para testar cada hipc’)tese'em (4.48), ndo sera possivel rejeitar
cada uma delas. Contudo, a racionalidade da avaliag@o € uma hipétese conjunta, de modo que devemos
testar as restricdes conjuntamente. O SQR do modelo restrito € SQR, = 1,880 e, portanto, a estatistica
F ¢ (1,880 — 1,822)/1,822](83/4) = 0,661. O valor critico de 5% em uma distribui¢ao F com (4,83) g/
¢ cerca de 2,50, ¢ portanto ndo podemos rejeitar H,. Nio hd, essencialmente, evidéncia contra a hipéte-
se de que os valores de avaliagdo sejam racionais.

4.6 DESCRICAO DOS RESULTADOS DA REGRESSAO

Finalizamos este capitulo dando algumas instru¢des de como descrever os resultados da regressdo ml-
tipla para projetos empiricos relativamente complicados. Isso deve ensina-lo a ler trabalhos publicados
nas ciéncias sociais aplicadas, a0 mesmo tempo em que prepara Voc€ para escrever seus proprios arti-
gos empiricos. Expandiremos este tépico no restante do livro ao descrever os resultados de varios
exemplos, mas muitos dos pontos fundamentais podem ser apresentados agora.

Naturalmente, os coeficientes estimados de MQO devem ser sempre informados. Das varidveis
fundamentais de uma andlise, vocé deve interpretar os coeficientes estimados (o que, freqlientemente,
requer conhecer as unidades de medida das varidveis). Por exemplo, ele € uma elasticidade ou tem
alguma outra interpretagio que necessita de explicagdo? A importéincia econdémica ou prética das esti-
mativas das varidveis-chave devem ser discutidas.

Os erros-padrio devem sempre ser incluidos juntamente com os coeficientes estimados. Alguns
autores preferem informar as estatisticas f em vez dos erros-padrao (e, freqiientemente, apenas o valor
absoluto das estatisticas ). Embora ndo haja, realmente, nada de errado com isso, ha alguma preferén-
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cia por informar os erros-padrio. Primeiro, isso nos for¢a a pensar, cuidadosamente, sobre a hipétese
nula que estd sendo testada; a hipétese nula nem sempre corresponde a dizer que 0 pardmetro popula-
cional € zero. Segundo, ter os erros-padrio torna mais facil calcular os intervalos de confianca.

O R-quadrado da regressdo deve sempre ser incluido. Vimos que, além de dar uma medida do grau
de ajuste, ele faz com que os célculos das estatisticas F para as restri¢des de exclusio fiquem simples.
Informar a soma dos residuos quadrados e o erro-padrio da regressao as vezes € uma boa id€ia, mas
ndo € crucial. O nimero de observagdes usado na estimacao de qualquer equacao deve aparecer préximo
da equagio estimada.

Se somente alguns poucos modelos sdo estimados, os resultados podem ser resumidos na forma de
equagdes, como fizemos até aqui. Entretanto, em muitos trabalhos, varias equacdes sdo estimadas para
muitos conjuntos diferentes de varidveis independentes. Podemos estimar a mesma equagao para dife-
rentes grupos de pessoas, ou mesmo ter equagdes que explicam diferentes varidveis dependentes. Em
tais casos, € melhor resumir os resultados em uma ou mais tabelas. A varidvel dependente deve ser indi-
cada claramente na tabela, e as varidveis independentes, listadas na primeira coluna. Os erros-padrao
(ou as estatisticas 1) podem ser colocados em parénteses abaixo das estimativas.

EXEMPLO 4.10

(A Relacdo Salario-Beneficios de Professores)

Facamos totrem representar a remuneracdo média anual total de um professor, incluindo o salario e todos
os beneficios adicionais (pensdo, seguro-sadde etc.). Ampliando a equagao dos saldrios, a remuneracao total
deve ser uma funcdo da produtividade e talvez de outras caracteristicas. Como é padrao, vamos usar a forma
logaritmica:

log(totrem) = f (caracteristicas da produtividade, outros fatores),
em que ) é alguma fungdo (ndo-especificada por enquanto). Escreva

totrem = saldrio + beneficios = saldrio (1 + —_benef:lélos).
salario

Essa equagdo mostra que a remuneragao total & o produto de dois termos: saldrio e 1 + bls, em que b/s

é a abreviacdo para “razao beneficios-salario”. Tirando o log dessa equagdo resulta em log(totrem) =

log(saldrio) + log(1 + b/s). Agora, para um b/s “pequeno”, log(1 + b/s) = b/s; vamos usar essa aproxima-

¢a0. Iss0 leva ao modelo econométrico

log(saldrio) = By + B,(bls) + outros fatores.

Testar a relacdo saldrio-beneficios é, entdo, 0 mesmo que testar Hy: 8, = —1 contra Hqy: B, = — 1.

Vamos usar os dados do arquivo MEAP93.RAW para testar essa hipdtese. Esses dados s&o ponderados
por escola, e ndo observamos muitos outros fatores que poderiam afetar a remuneragdo total. Incluiremos
os controles para o tamanho da escola (matric/), nimero de funcionarios por mil estudantes e medidas como
taxas de evasdo escolar (taxevas) e de formatura (taxform). O b/s médio na amostra é cerca de 0,205, e 0
maior valor é 0,450.

As equacdes estimadas sdo apresentadas na Tabela 4.1, na qual os erros-padréo aparecem entre parén-
teses, abaixo das estimativas dos coeficientes. A varidvel-chave é b/s, a razao beneficios-salario.
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. EXEMPLO 4.10 (continuagiio)

Na primeira coluna da Tabela 4.1, vemos que, sem controlar quaisquer outros fatores, o coeficiente de

. MQO de b/s é —0,825. A estatistica t para testar a hipotese nula Hy: 8, = —1é t = (—0,825 + 1)/0,200

= 0,875, e portanto a regressdo simples ndo permite rejeitar Hy. Apds adicionar controles para o tamanho
da escola e o tamanho do corpo docente (o qual captura, mais ou menos, o niimero de estudantes por pro-
fessor), a estimativa do coeficiente de b/s passa a ser —0,605. Agora, o teste de 8, = —1 resulta em uma
estatistica t igual a cerca de 2,39; assim, Hy é rejeitada ao nivel de 5% contra uma alternativa bilateral. As
variaveis log(matricl) e log(staff) sao estatisticamente muito significantes.

De que modo o acréscimo de taxevas e taxform afeta a estimativa da relacdo salario-beneficios? Essas
variaveis sao conjuntamente significantes ao nivel de 5%? E ao nivel de 10%?

Tabela 4.1

Teste da Relagdo Salario-Beneficios

Variavel Dependente: log(saldrio)

" LRI IRIRE IS R R A T e e

Variaveis Independentes 8)) (2) 3)
b ~0,825 ~0,605 ~0,589
‘ (0,200) (0,165) (0,165)
log(matricl) o 0,874 0,0881
oglmatric (0,0073) (0,0073)
—0,222 ~0,218
1 - b L]
og(staff) (0,050) (0.050)
t . ~0,00028
axevas — (0,00161)
0,00097
taxfor — - (0,00066)
- 10,523 10,884 10,738
interceplo (0,042) (0,252) (0,258)
Observagdes 408 408 408
R-quadrado 0,040 0,353 0,361
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Neste capitulo, cobrimos o tépico muito importante da inferéncia estatistica, o qual nos permite obter
conclusdes sobre 0 modelo populacional a partir de uma amostra aleatéria. Vamos resumir os pontos
principais:

1.

2.
3.

10

11

Sob as hipéteses do modelo linear classico RLM.1 a RLM.6, os estimadores de MQO s&o nor-
malmente distribuidos.

Sob as hipéteses do MLC, as estatisticas ¢ tém distribui¢Ges ¢ sob a hipétese nula.

Usamos as estatisticas ¢ para testar hipéteses sobre um Unico pardmetro contra alternativas
unilaterais ou bilaterais, usando testes monocaudais ou bicaudais, respectivamente. A hipote-
se nula mais comum € Hy: 8; = 0, mas, as vezes, queremos testar outros valores de ; sob H,.
No teste de hipétese cléssico, primeiro escolhemos um nivel de significdncia que, juntamen-
te com os gl e a hip6tese alternativa, determina o valor critico contra 0 qual comparamos a
estatistica t. E mais informativo calcular o p-valor de um teste f — o nivel de significancia
menor ao qual a hipétese nula € rejeitada —, de modo que a hipétese pode ser testada a qual-
quer nivel de significancia.

Sob as hipéteses do MLC, os intervalos de confianga podem ser construidos para cada ;.
Esses ICs podem ser usados para testar qualquer hipétese nula relativa a 8; contra uma alter-
nativa bilateral. '

Testes de hipéteses simples relativos a mais de um B; podem sempre ser testados, reescre-
vendo o modelo de tal forma que ele contenha o parimetro de interesse. Em seguida, uma
estatistica ¢ padrdo pode ser usada.

A estatistica F € usada para testar restricdes miltiplas de exclusdo, e ha duas formas equiva-
lentes do teste. Uma estd baseada nos SQRs dos modelos restrito e irrestrito. Uma forma mais
conveniente estd basecada nos R-quadrados dos dois modelos.

Ao calcular uma estatistica F, os gl do numerador correspondem ao niimero de restri¢gdes que
estdo sendo testadas, enquanto os g/ do denominador sdo os graus de liberdade do modelo
irrestrito.

A hipétese alternativa do teste F € bilateral. Na abordagem cldssica especificamos um nivel
de significincia que, juntamente com o gl do numerador e o g/ do denominador, determina o
valor critico. A hipétese nula € rejeitada quando a estatistica F excede o valor critico c.
Alternativamente, podemos calcular o p-valor para resumir a evidéncia contra H,.

Restri¢des lineares miiltiplas gerais podem ser testadas usando a forma soma dos residuos
quadrados da estatistica F.

A estatistica F da significincia geral de uma regressio testa a hipétese nula de que fodos os
parimetros de inclinagéo sdo zero, com o intercepto irrestrito. Sob H,,, as varidveis explicati-
vas nao tém efeito sobre o valor esperado de y.

4.1 Quais dos seguintes itens podem fazer com que as estatisticas de MQO n@o sejam vdlidas (isto
€, que elas ndo tenham distribui¢des £ sob H)?

(@)
(ii)

Heteroscedasticidade.
Um coeficiente de correlacdo de 0,95 entre duas varidveis independentes que estdo no modelo.

(1i1) Omitir uma variavel explicativa importante.
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4.2 Considere uma equagao para explicar os salarios dos diretores executivos em termos das vendas
anuais das empresas (vendas), dos retornos das agdes sobre o patrimdnio (rma, na forma percentual)
e dos retornos das agdes sobre o valor das agdes das empresas (raf, na forma percentual):

log(saldrio) = By + B, log(vendas) + B, log(rma) + B3 log(raf) + u.

(i) Em termos dos parametros do modelo, formule a hipétese nula em que, apds controlar ven-
das e rma, raf nao tem efeito sobre o salario dos diretores executivos. Formule a hipétese
alternativa de que um melhor desempenho de mercado das a¢Oes aumenta o saldrio dos dire-
tores executivos.

(i) Usando os dados em CEOSALI1.RAW, obteve-se a seguinte equacio por MQO:

log(saldrio) = 4,32 + 0,280 log(vendas) + 0,0174 rma + 0,00024 raf
(0,32) (0,035) (0,0041) (0,00054)
n =209, R> = 0,283.

Se raf aumenta em 50 pontos, qual € a variag@o percentual prevista em saldrio? Na pratica,
raf tem um efeito grande sobre saldrio?

(iti) Teste a hipétese nula de que raf ndo tem efeito sobre saldrio contra a alternativa de que raf
tem um efeito positivo. Faga o teste ao nivel de significincia de 10%.

(iv) Vocé incluiria raf no modelo final que explica a remuneragao dos diretores executivos em ter-
mos do desempenho das empresas? Explique.

4.3 A variavel pdintens corresponde a gastos com pesquisa e desenvolvimento (P&D) como uma
percentagem das vendas. As vendas sdo mensuradas em milhdes de ddlares. A varidvel lucrmarg cor-
responde a lucros como uma percentagem das vendas.

Usando os dados do arquivo RDCHEM.RAW de 32 empresas da industria quimica, estimou-se
a seguinte equagao:

pdintens = 0,472 + 0,321 log(vendas) + 0,050 lucrmarg
(1,369) (0,216) (0,046)
n = 32, R* = 0,099.

(i) Interprete o coeficiente de log(vendas). Em particular, se vendas aumenta em 10%, qual € a
variagdo percentual estimada em pdintens? Esse efeito € economicamente grande?

(ii) Teste a hipétese de que a intensidade de P&D ndo varia com vendas contra a alternativa de
que P&D aumenta com as vendas. Teste aos niveis de 5% e 10%.

(iii) lucrmarg tem um efeito estatisticamente significante sobre pdintens?

4.4 As taxas de aluguel sdo influenciadas pela populagio de estudantes em uma cidade onde ha uni-
versidades? Seja alug o aluguel médio mensal pago pela unidade alugada em uma cidade nos Estados
Unidos, onde h4 universidades. Seja pop o total da populacdo da cidade, rendmed, a renda média da
cidade e pctestu, a populagdo de estudantes como um percentual da populagio total. Um modelo para
testar uma relacdo €

log(alug) = By + Bilog(pop) + B.log(rendmed) + B pctestu + u.
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(i) Formule a hipétese nula de que o tamanho da populagéo estudantil relativo a populacio das
cidades ndo tem efeito ceteris paribus sobre os aluguéis mensais. Formule a alternativa de
que hd um efeito.

(it) Quais sinais vocé espera para 3, e 8,7

(iil) A equag@o estimada, usando 1.990 dados de 64 cidades com universidades do arquivo REN-
TAL.RAW, ¢

log(alug) = 0,043 + 0,066 log(pop) + 0,507 log(rendmed) + 0,0056 pctestu
(0,844) (0,039) (0,081) (0,0017)
n = 64, R> = 0,458.
O que estd errado com a seguinte afirmac¢ao: “Um aumento de 10% na populagdo estd asso-
ciado a um aumento de cerca de 6,6% no aluguel”?
(iv) Teste a hipétese formulada na parte (i) ao nivel de 1%.

4.5 Considere a equagio estimada do Exemplo 4.3 (que poderia também ser usada para estudar os
efeitos de faltar as aulas sobre a nota média em curso superior):

nmgrad = 1,39 + 0,412 nmem + 0,15 tac — 0,083 faltas
(0,33) (0,94) (0,011)  (0,026)
n =141, R* = 0,234.

(i) Usando a aproximagdo normal padronizada, encontre o intervalo de confianga de 95% para

anwn' .

(ii) Vocé pode rejeitar a hipétese Hy: 83,,,,.... = 0,4 contra a hipétese alternativa bilateral ao nivel
de 5%?

(iii) Vocé pode rejeitar a hipétese Hy: B,,m.m = | contra a hipétese alternativa bilateral ao nivel
de 5%?

4.6 Na Secdo 4.5 usamos, como exemplo, o teste da racionalidade da avaliagdo dos precos de casas.
L4, usamos um modelo log-log em prego € aval [veja equagdo (4.47)]. Aqui, vamos usar uma for-
mulagdo nivel-nivel.

(i) No modelo de regressio simples
preco = B, + Biaval + u,

a avaliacio € racional se B, = 1 e B, = 0. A equacg@o estimada é

préco = —14,47 + 0,976 aval
(16,27) (0,049)
n = 88, SOR = 165,644.51, R*> = 0,820.

Primeiro, teste a hipotese Hy,: B, = 0 contra a hipdtese alternativa bilateral. Em seguida. teste
Hy: B, = 1 contra a hipétese alternativa bilateral. O que vocé conclui?

(i1) Para testar a hipétese conjunta 8, = 0 e B; = 1, precisamos do SQR do modelo restrito. Isso
n

¢ igual a calcular », (prego; — aval)?, em que n = 88, visto que os residuos do modelo
i=1
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restrito sdo exatamente preco; — aval;. (Nenhuma estimacao € necessdria para o modelo res-
trito porque ambos os pardmetros estdo especificados sob H,.) Isso tem como resultado
SQR = 209.448,99. Faga o teste F para a hipétese conjunta.

(iii) Agora, teste Hy: B, = 0, B3 = 0 ¢ B4 = 0 no modelo
preco = By + Biaval + Botamterr + Biarquad + Bugtdorm + u.

O R-quadrado da estimacgédo desse modelo usando as mesmas 88 residéncias é 0,829.
(iv) Se a variancia de preco varia com aval, tamterr, arquad ou gtdorm, o que vocé pode dizer
sobre o teste F da parte (1i1)?

4.7 No Exemplo 4.7, usamos dados de empresas manufatureiras de Michigan para estimar a relagiio
entre a taxa de rejei¢ao e outras caracteristicas da firma. Agora, vamos olhar esse exemplo mais de
perto € usar uma amostra maior de empresas.

(1) O modelo populacional estimado no Exemplo 4.7 pode ser escrito como
log(rejei) = By + Bihrsemp + B-log(vendas) + Bslog(empreg) + u.
Usando as 43 observagdes disponiveis para 1987, a equagéo estimada é

log(rejei) = 11,74 — 0,042 hrsemp — 0,951 log(vendas) + 0,992 log(empreg)
4,57) (0,019) (0,370) (0,360)
n =43, R* = 0,310.

Compare essa equagdo com aquela estimada com somente 30 firmas na amostra.

(i) Mostre que o modelo populacional pode também ser escrito como
log(rejei) = By + B, log(hrsemp) + Bslog(vendaslempreg) + @;log(empreg) + u.

em que 65 = B, + Bi. [Sugestdo: Lembre-se de que log(x,/x3) = log(x,) — log(xs).]

Interprete a hipétese H: 6; = 0.
(iii) Quando a equagdo da parte (ii) € estimada, obtemos

log(i:ejei) = 11,74 — 0,042 hrsemp — 0,951 log(vendas/empreg) + 0,041 log(empreg)
(4,57) (0,019) (0,370) (0,205)
n =43, R*> = 0,310.

Controlando o treinamento dos trabalhadores € a razao vendas-empregados, as empresas
maiores tém taxas de rejei¢do maiores estatisticamente significantes?

(iv) Teste a hipétese de que um aumento de 1% em vendas/empreg estd associado a uma queda
de 1% na taxa de rejeigdo.

4.8 Considere o modelo de regressio miiltipla com trés varidveis independentes, sob as hipéteses do
modelo linear classico RLM.1 a RLM.6:
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y = Bot+ Bixy T Byxp + Baxz + u

Vocé deseja testar a hipdtese nula Hy: 8, — 38, = 1.
(1) Sejam ﬁ, e B2 os estimadores de MQO de 3, e B,. Encontre Var(B L 332) em termos das
variancias de Bl e ﬁz e a covariancia entre eles. Qual € o erro-padrao de ,é ;o 3,[§2?

(ii) Escreva a estatistica ¢ para testar Hy: 8, — 383, = 1.
(iii) Defina 6, = B; — 3B, ¢ él = ﬁl — 3,. Escreva uma equagio de regressdo que envolva f3,
01, B> e B3, que permita que vocé obtenha diretamente 6, e seu erro-padrao.

4.9 No Problema 3.3, estimamos a equacio

dormir = 3.638,25 — 0,148 trabtot — 11,13 educ + 2,20 idade
(112,28) (0,017) (5,88) (1,45)
n =706, R*> = 0,113,

para a qual informamos, agora, os erros-padrao juntamente com as estimativas.

(i) educ ou idade sdo individualmente significantes ao nivel de 5% contra uma hipétese alterna-
tiva bilateral? Mostre como vocé chegou a resposta.
(ii) Ao retirar educ e idade da equagao, temos

dormir = 3.586,25 — 0,151 trabtot
(38,91) (0,017)

n = 706, R* = 0,103,

E possivel afirmar que educ e idade sio conjuntamente significantes na equagdo original ao
nivel de 5%? Justifique sua resposta.
(iii) Incluir educ e idade no modelo afeta muito a relagdo estimada entre dormir e trabalhar?
(iv) Suponha que a equagio de dormir contenha heteroscedasticidade. O que isso significa para
os testes calculados nas partes (i) e (ii)?

4.10 A andlise de regressao pode ser usada para testar se o mercado usa eficientemente as informa-
¢Oes ao avaliar agles. Seja retorno o retorno total de manter agdes de uma firma ao longo de um
periodo de quatro anos, do final de 1990 até o final de 1994. A hipdtese de mercados eficientes Giz
que esses retornos n3o devem estar sistematicamente relacionados a informagao conhecida em 1990.
Se as caracteristicas conhecidas no inicio do periodo ajudarem a prever os retornos das agées, pode-
riamos usar essas informacgdes para escolher as agoes.

Para 1990, seja rdc a relago divida-capital de uma empresa, seja gpa os ganhos por ag3o, seja
rendlig a renda liquida e seja saldrio a remuneragio total dos diretores executivos da empresa.

(1) Usando os dados do arquivo RETURN.RAW, estimou-se a seguinte equagao:

retorno = —14,37 + 0,321 rdc + 0,043 gpd — 0,0051 rendlig + 0,0035 saldrio
(6,89) (0,201) (0,078) (0,0047) (0,0022)
n = 142, R* = 0,0395.
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Teste se as varidveis explicativas sdo conjuntamente significantes ao nivel de 5%? Alguma
varidvel explicativa é individualmente significante?

(i1) Agora, nova estimac¢ao do modelo usando a forma log para rendlig e saldrio forneceu a
seguinte equagio:
reforno = —36,30 + 0,327 rdc + 0,069 gpa — 4,74 log(rendliq) + 7,24 log(saldrio)
(39,37) (0,203) (0,080) (3,39) (6,31)
n = 142, R* = 0,0330.

Alguma de suas conclusdes da parte (i) mudou?

(i) Por que ndo usamos também os logs de rdc e gpa na parte (ii)?
(iv) Em geral, a evidéncia da previsibilidade dos retornos € forte ou fraca?

4.11 A tabela seguinte foi criada ao usar os dados do arquivo CEOSAL2. RAW:

Variavel Dependente: log(saldrio)
Varidveis Independentes 1) ) 3)
log(vendas) 0,224 0,158 0,188
& (0,027) (0,040) (0,040)
log(vaimerc) — 0,112 0,100
(0,050) (0,049)
lucrmarg — —0,0023 —0,0022
(0,0022) (0,0021)
ermceo —_ —_ 0,0171
P (0,0055)
percomp _ o —0,0092
(0,0033)
intercent 4,94 4,62 4,57
€pto (0,20) (0,25) (0,25)
Observagdes 177 177 177
R-quadrado 0,281 0,304 0,353

A varidvel valmerc € o valor de mercado da firma, lucrmarg € o lucro como percentagem das ven-
das, permceo corresponde aos anos trabalhando como diretor executivo na atual companhia e per-
comp € o total de anos na companhia.

(i) Comente os efeitos de lucrmarg sobre o salario dos diretores executivos.

(i) O valor de mercado tem um efeito significante? Explique.

(iii) Interprete os coeficientes de permceo e percomp. As varidveis sdo estatisticamente signifi-
cantes?

(iv) O que vocé entende do fato de que a permanéncia muito longa na companhia, mantendo fixos
os outros fatores, estd associada a saldrios mais baixos?

Biblioteca
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Analise de Regressao Multipla:
MQO Assimptotico

os capitulos 3 e 4 estudamos o que chamamos propriedades de amostra finita, de amostra peque-
na ou exatas dos estimadores de MQO do modelo populacional -

y=B,+Bx +Bxt..+Bx tu. (5.1)

Por exemplo, a inexisténcia de viés de MQO (derivada no Capitulo 3), sob as quatro primeiras hipéte-
ses de Gauss-Markov, € uma propriedade de amostra finita porque ela € vilida para qualguer amostra
de tamanho n (sujeita a restri¢do amena de que n deve ser pelo menos tdo grande quanto o nimero total de
pardmetros no modelo de regressdo, k¥ + 1). Semelhantemente, o fato de que MQO € o melhor estima-
dor ndo-viesado linear sob o conjunto completo das hipéteses de Gauss-Markov (RLM.] a RLM.6) ¢
uma propriedade de amostra finita.

No Capitulo 4 acrescentamos a hip6tese do modelo linear classico RLM.6, a qual afirma que o
termo erro u é normalmente distribuido e independente das varidveis explicativas. Isso nos permitiu
derivar as distribui¢des amostrais exatas dos estimadores de MQO (condicionados as varidveis expli-
cativas da amostra). Em particular, o Teorema 4.1 mostrou que os estimadores de MQO tém distribui-
¢Oes amostrais normais, o que levou diretamente as distribuigdes ¢ e F das estatisticas t e F. Se o erro
nio € normalmente distribuido, a distribui¢do de uma estatistica f nio € exatamente f, e uma estatisti-
ca F ndo tem uma distribui¢do F exata para qualquer tamanho de amostra.

Além das propriedades de amostra finita é importante conhecer as propriedades assimptéticas
ou propriedades de amostras grandes dos estimadores e das estatisticas de testes. Essas proprieda-
des ndo sdo definidas para um tamanho particular de amostra; pelo contririo, elas sio definidas quan-
do o tamanho da amostra cresce sem limites. Felizmente, sob as hipéteses que fizemos, o0 método MQO
tem propriedades de amostra grande satisfatdrias. Uma constatagdo importante na pratica é que mesmo
sem a hipétese de normalidade (hipétese RLM.6), as estatisticas t e F t€ém distribui¢des aproximada-
mente t e F, pelo menos em amostras grandes. Vamos discutir esse assunto com mais detalhes na Segao
5.2, ap6s compreendermos a consisténcia do método MQO na Secdo 5.1.

5.1 CONSISTENCIA

A inexisténcia de viés dos estimadores, embora importante, ndo pode ser conseguida sempre. Por
exemplo, como discutimos no Capitulo 3, o erro-padrao da regressdo, &, nao é um estimador nio-vie-
sado de o, o desvio-padrio do erro u em um modelo de regressao miltipla.

158



LTSS S WAL R

Wooldridge Capitulo 5  Analise de Regressdo Multipla: MQO Assimptotico 159

Embora os estimadores de MQO sejam ndo-viesados sob RLM.1 a RLM.4, descobriremos, no
Capitulo 11, que hé regressdes de séries de tempo em que os estimadores de MQO ndo sio ndo-viesa-
dos. Além disso, na Parte 3 do livro, encontraremos varios outros estimadores que sao viesados.

Embora nem todos os estimadores lteis sejam ndo-viesados, virtualmente todos os economis-
tas concordam que a consisténcia € um requisito minimo de um estimador. O famoso econometrista
Clive W. J. Granger observou certa vez: “Se vocé ndo puder obter a consisténcia apropriadamente
quando n tende ao infinito, vocé ndo deveria se envolver com isso”. A implicagio € que, quando seu
estimador de um pardmetro populacional particular ndo for consistente, vocé estard desperdi¢cando
seu tempo.

H4 maneiras um pouco diferentes de descrever a consisténcia. As definigdes e os resultados for-
mais estdo apresentados no Apéndice C, disponivel em www.thomsonlearning.com.br, aqui vamos dar
énfase a um entendimento intuitivo. Mais concretamente, sejaB o estimador de MQO de; ; para algum
J- Paracadan, B ; tem uma distribuigdo de probablhdades (representando seus valores possiveis em dife-
rentes amostras aleatérias de tamanho n). Como B, ; € ndo-viesado sob as hipéteses RLM.1 a RLM.4,
essa distribui¢do tem valor médio B;. Se esse estimador for consistente, a distribui¢ao de ﬁ, se torna
mais e mais estreitamente d15tr1bu1da ao redor de $; quando o tamanho da amostra cresce. Quando n
tende ao infinito, a distribuigdo de B encontra-se no ponto unico B;. De fato, isso significa que pode-
mos fazer com que nosso estimador, arbitrariamente, aproxime-se de §; se pudermos coletar tantos
dados quanto desejarmos. Essa convergéncia estd ilustrada na Figura 5.1.
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Naturalmente, para qualquer aplicagio, temos um tamanho de amostra fixo, que € a razdo pela
qual uma propriedade assimptética tal como a consisténcia pode ser dificil de entender. Consisténcia
envolve um experimento mental sobre 0 que aconteceria s¢ 0 tamanho da amostra se tornasse grande
(enquanto, a0 mesmo tempo, obtemos muitas amostras aleatérias para cada tamanho de amostra). Se a
obtencio de mais e mais dados nfo nos levar, em geral, para perto do valor do pardmetro de interesse,
estamos usando um procedimento de estimagdo insatisfatorio.

Convenientemente, o mesmo conjunto de hipdteses implica tanto a inexisténcia de viés como a
consisténcia de MQO. Vamos resumir o assunto com um teorema.

TEOREMA 5.1 (CONSISTENCIA DE MQO)

Sob as hipoteses RLM.1 a RLM.4, o estimador de MQO [}j é um estimador consistente de 8;, para todo
i=0,1,..k

Uma prova geral desse resultado € mais facilmente desenvolvida usando os métodos da dlgebra matricial
descritos nos Apéndices D ¢ E, disponiveis na pagina do livro, no site www.thomsonlearning.com.br.
No entanto, podemos provar o Teorema 5.1 sem dificuldades no caso do modelo de regressdo simples.
Vamos nos concentrar no estimador de inclinag@o, é -

A prova comec¢a do mesmo modo que a prova da inexisténcia de viés: escrevemos a férmula d=
E, , € em seguida a inserimos em y; = B, + Bx;; + u;:

B, = (_i}(xi. - fcoy,-) | (2 (5, = ))

i=|

(5.2)
=B, + (n _'.Z (x, — Xl)u,.)/(n Y, - 5(,)2)

i=1 i=1

Podemos aplicar a lei dos grandes niimeros ao numerador e ao denominador, os quais convergem em
probabilidade para as quantidades populacionais, Cov(x,u) e Var(x,), respectivamente. Como Var(x,)
# 0 — o que € assumido em RLM.4 — podemos usar as propriedades dos limites de probabilidade
(veja o Apéndice C, disponivel no site da Thomson) para obter

plim B, = B, + Cov(x,, w)/Var(x,)
= B,, porque Cov(x,, u) = 0. (5.3)

Usamos o fato, discutido nos capitulos 2 e 3, de que E(x|1) = 0 implica que x, e u sio ndo-correlacio-
nados (t€m covariancia zero).

Como questdo técnica, para garantir que os limites de probabilidade existam, devemos assumir que
Var(x;) < o e Var(u) < oo (0 que significa que suas distribui¢des de probabilidade nio sdo muito espa-
lhadas), mas ndo nos preocuparemos com casos em que essas hipéteses nio se mantenham.

Os argumentos anteriores, e a equagio (5.3) em particular, mostram que MQO € consistente no
caso da regressdo simples se assumirmos somente correlagio zero. Isso também € verdadeiro no caso
geral. Vamos agora formular isso como uma hipétese.
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HIPOTESE RLM.3° (MEDIAZERO E CORRELAGCAO ZERO)
" Ew =0eCo ( uy=0paraj= 1,2, ..k
No Capitulo 3 discutimos por que a hipotese RLM.3 implica RLM.3’, mas ndo vice-versa. O fato de
que MQO ¢ consistente sob a hipotese mais fraca RLM.3’ se revelara iitil no Capitulo 15 e em outras

situacdes. E interessante observar que, embora MQO seja ndo-viesado sob RLM.3, esse ndo € o caso
sob a hipétese RLM.3’. (Essa € a razio primeira de termos assumido RLM.3.)

A Derivacdao da Inconsisténcia no Método MQO

Do mesmo modo que a ndo-observéncia de E(ulx,, ..., x;) = 0 causa viés dos estimadores de MQO, a
correlagdo entre u e qualquer das variaveis x,, x,, ..., x; faz com que, em geral, rodos os estimadores
de MQO sejam inconsistentes. Essa simples, mas importante, observagio € freqiientemente resumida
como: se o erro é correlacionado com qualquer uma das varidveis independentes, MQO é viesado e
inconsistente. Isso representa muita falta de sorte, porque significa que qualquer viés persiste quando
o tamanho da amostra cresce.

No caso da regressao simples, podemos obter a inconsisténcia da primeira parte da equagao (5.3),
que se mantém sejam u € x; nao-correlacionados ou ndo. A inconsisténcia em B, (as vezes, impreci-
samente chamada de viés assimptético) é

plim B, — B, = Cov(x,.u)/Var(x,). (5.4)

Como Var(x;) > 0, a inconsisténcia em B, € positiva se x, e u $30 positivamente correlacionados, € a
inconsisténcia € negativa se x; € u sdo negativamente correlacionados. Se a covaridncia entre x; e u é
pequena relativamente a variancia em x,, a inconsisténcia pode ser desprezivel; infelizmente, ndo pode-
mos nem mesmo estimar quio grande € a covariincia porque u nio é observado.

Podemos usar (5.4) para derivar o andlogo assimptético do viés de varidvel omitida (veja Tabela
3.2 no Capitulo 3). Suponha que o modelo verdadeiro,

y=B,+Bx +B,x,+v,

satisfaga as quatro primeiras hip6teses de Gauss-Markov. Entdo, v tem média zero ¢ € nio-correlaciona-
do com x, e x,. Se BO, B, e [32 foram os estimadores de MQO da regressio de y sobre x, € x,, 0 Teorema
5.1 implica que esses estimadores s3o consistentes. Se omitirmos x, da regressio e fizermos a regressdo
simples de y sobre x|, u = B,x, + v. Seja B~| o estimador de inclinagdo da regressdo simples. Entdo

plim 8, = B8, + 8.8, (5.5)
em que
8, = Cov(x,,x,)/Var(x,). (5.6)

Assim, para propdsitos praticos, podemos ver a inconsisténcia como idéntica ao viés. A diferenca € que
a inconsisténcia € expressa em termos da varidncia populacional de x| e da covaridncia populacional
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entre x, € x,, enquanto o viés é baseado em suas contrapartes amostrais (porque estabelecemos condi-
cionamento aos valores de x, e x, na amostra). _

Se x, e x, forem ndo-correlacionados (na populagéo), entdo 6, = 0 ¢ B, € um estimador consis-
tente de 3, (embora ndo necessariamente ndo-viesado). Se x, tiver um efeito parcial positivo sobre y,
de modo que B8, > 0, ¢ x, e x, forem positivamente correlacionados, de modo que 6, > 0, a inconsis-
téncia em B, ¢ positiva, e assim por diante. Podemos obter a direcdo da inconsisténcia ou o viés
assimptdtico a partir da Tabela 3.2. Se a covariincia entre x, e x, for pequena relativamente a varian-
cia de x|, a inconsisténcia pode ser pequena.

EXEMPLO 5.1 N
(Precos de Casas e Distancia de um Incinerador)

Seja y o prego de uma casa (prego), x; a distdncia da casa a um novo incinerador de lixo (distancia), e x, a
“qualidade” da casa (qualidade). A varidvel qualidade é imprecisa, de modo que ela pode incluir coisas
como o tamanho da casa e do terreno, ndmero de quartos e de banheiros, e, intangiveis, coisas como a atra-
tividade da vizinhanca. Se o incinerador deprecia os pregos das casas, entao B, deve ser positivo: tudo mais
sendo igual, uma casa que esta mais distante do incinerador é mais valiosa. Por definigdo, B; é positivo, visto
que casas de qualidade maior sdo vendidas por precos maiores, mantendo outros fatores iguais. Se o incine-
rador estivesse mais longe, em média, das casas melhores, a distancia e a qualidade seriam positivamente
correlacionadas, e portanto 8, > 0. Uma regressao simples de prego sobre distancia [ou log(prego) sobre
log(distancia)] tendera a superestimar o efeito do incinerador: B, + ,8,> B;.

Suponha que o modelo
nota = B, + B, faltas + Bnmgradp + u

satisfaca as quatro primeiras hipoteses de Gauss-Markov, e onde nota é a nota de um exame final, fa/tas é
0 ntimero de faltas e nmgrad é uma nota média acumulada até o pentltimo semestre. Se B, for o estimador
de regressao simples de nota sobre faltas, qual serd a direcdo do viés assimptético em 8,2

Um ponto importante sobre a inconsisténcia dos estimadores de MQO € que, por definigio, o proble-
ma néo desaparece ao adicionarmos mais observagdes a amostra. O problema fica pior com mais dados: o
estimador de MQO fica mais e mais proximo de 3, + 3,0, quando aumenta o tamanho da amostra.

Derivar o sinal e a magnitude da inconsisténcia no caso geral de k regressores é mais dificil, do
mesmo modo que derivar o viés € mais dificil. Precisamos lembrar que, se tivermos o modelo da equa-
¢do (5.1), em que, por exemplo, x, é correlacionado com u, mas as outras varidveis independentes sdo
nido-correlacionadas com u, todos os estimadores de MQO serdo geralmente inconsistentes. Por exem-
plo, no caso em que k = 2,

y=PBot Bixi+ Baxy + u,

suponha que x, e u sejam nao-correlacionados, mas x; € u sejam correlacionados. Entfo, os estimadores
de MQO B, e B, serdo, em geral, inconsistentes. (O intercepto também sera inconsistente.) A inconsis-
téncia em f3, surge quando x, € x, so correlacionados, como € normalmente o caso. Se x; € x, forem nao-
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correlacionados, entdo qualquer coArrelagﬁo entre x, e u ndo resulta na inconsisténcia de ,[;’2: plim Bz =f3,.
Além disso, a inconsisténcia em 3, € a mesma que em (5.4). A mesma formulagio se mantém no caso
geral: se x, for correlacionado com #, mas x, € # ndo forem correlacionados com as outras varidveis inde-
pendentes, entdao somente f”; € inconsistente, € a inconsisténcia € dada por (5.4). O caso geral € muito
semelhante ao caso de varidvel omitida da Se¢do 3A.4 do Apéndice 3A, disponivel no site da Thomson.

5.2 NORMALIDADE ASSIMPTOTICA E INFERENCIA EM AMOSTRAS
GRANDES

A consisténcia de um estimador € uma importante propriedade , mas ela sozinha nao nos permite trabalhar
com inferéncia estatistica. Saber simplesmente que o estimador estd se aproximando do valor populacio-
nal quando o tamanho da amostra cresce nao nos permite testar hipéteses sobre os pardmetros. Para tanto,
precisamos da distribui¢io amostral dos estimadores de MQO. Sob as hipéteses do modelo linear classi-
co, RLM.1 a RLM.6, o Teorema 4.1 mostra que as distribui¢des amostrais s3o normais. Esse resultado € a
base para derivar as distribuices t € F que usamos com muita freqii€ncia na econometria aplicada.

A normalidade exata dos estimadores de MQO depende crucialmente da normalidade da distribui-
¢ao do erro, u, na populagdo. Se os erros uy, us, ..., 4, forem extracdes aleatérias de alguma distribuicao,
diferente da normal, o ﬁj nao serd normalmente distribuido, o que significa que as estatisticas ¢ ndo terio
distribuigdes ¢ e as estatisticas F' nao terdo distribuicdes F. Esse é um problema potencialmente sério
porque nossa inferéncia depende de sermos capazes de obter p-valores das distribuicoes t e F.

Lembre-se de que a hipétese RLM.6 € equivalente a dizer que a distribuigao de y, dados x,, x, ..., x;,
€ normal. Como y é observado e u nao €, em uma aplicago particular, ¢ muito mais ficil pensar se € pro-
vével que a distribuigdo de v seja normal. De fato, j& vimos alguns exemplos em que y definitivamente nio
poderia ter uma distribui¢d@o condicional normal. Uma varidvel aleatéria normalmente distribuida € dis-
tribuida simetricamente ao redor de sua média, pode assumir qualquer valor positivo ou negativo (mas com
probabilidade zero), e mais de 95% da area sob a distribuig¢@o estd dentro de dois desvios-padrao.

No Exemplo 3.4 estimamos um modelo que explica o niimero de prisdes de homens jovens duran-
te um determinado ano (npre86). Na populagao, a maioria dos homens néo estava presa durante o ano,
e a maioria tinha sido presa uma vez no méaximo. (Na amostra de 2.725 homens nos dados do arquivo
CRIMEL.RAW, menos de 8% foram presos mais que uma vez durante 1986.) Como npre86 assume
somente dois valores para 92% da amostra, ela ndo pode estar préxima de ser normalmente distribui-
da na populagdo.

No Exemplo 4.6 estimamos um modelo que explica as percentagens de participagdo (taxap) nos
planos de pensido nos Estados Unidos. A distribui¢do de freqiiéncia (também chamada histograma)
na Figura 5.2 mostra que a distribuigdo de taxap € fortemente inclinada para a direita, em vez de ser
normalmente distribuida. De fato, mais de 40% das observagdes de taxap sdo iguais a 100, indican-
do participagdo de 100%. Isso viola a hipétese de normalidade, mesmo que condicional as varidveis
explicativas.

Sabemos que a normalidade ndo tem nenhum papel na inexisténcia de viés de MQO, nem afeta a
conclusdo de que MQO € o melhor estimador linear nao-viesado sob as hipéteses de Gauss-Markov.
No entanto, a inferéncia exata baseada nas estatisticas ¢ e F necessita de RML.6. Isso significa que, em
nossa andlise de taxap do Exemplo 4.6, devemos abandonar as estatisticas ¢ para determinar quais
varidveis sdo estatisticamente significantes? Felizmente, a resposta a essa questdo € ndo. Ainda que os
¥; ndo sejam provenientes de uma distribui¢do normal, podemos usar o teorema do limite central do
Apéndice C, disponivel no site da Thomson, para concluir que os estimadores de MQO satisfazem a
normalidade assimptotica, o que significa que eles sdo, de maneira aproximada, normalmente distri-
buidos em amostras de tamanhos suficientemente grandes.
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TEOREMA 5.2 (NORMALIDADE ASSIMPTOTICA DE MQO)
Sob as hipoteses de Gauss-Markov RLM.1 a RLM.5,

) Vn(B,— B)* Normal(0,0/a}), em que o’/aj > 0 ¢ a varidncia assimptética de
\/E(BI. — BB,); para os coeficientes de inclinagdo, af = plim (n_'z ?;) em que oS 7; sao 0s residuos da

i=1

regressao de x; sobre outras varidveis independentes. Dizemos que 3; é assimptdtica e normalmente distri-

buido (veja Apéndice C, disponivel no site de Thomson);
(i) &% é um estimador consistente de o = Var(u);
(iii) Para cada j,

(B,— B)lep(B) * Normal(0,1), (5.7)

em que ep( [§,~) é 0 erro-padréo usual de MQO.

A prova da normalidade assimptética € um pouco complicada e estd delineada para o caso da
regressao linear simples no apéndice deste capitulo. A parte (ii) provém da lei dos grandes nimeros ¢
a parte (iii) decorre das partes (i) e (i) e das propriedades assimptéticas discutidas no Apéndice C,
disponivel no site de Thomson.

‘&:*
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O teorema 5.2 é til porque a hipétese de normalidade RLM.6 foi excluida; a tinica restri¢do sobre
a distribui¢io do erro € que ele tenha variancia finita, algo que sempre assumiremos. Também assumi-
mos média condicional zero e homoscedasticidade de u.

Observe como a distribui¢ao normal padronizada aparece em (5.7), em oposigdo a distribui¢do
t,_«_1- Isso ocorre porque a distribui¢cdo € somente aproximada. Em contraste, no Teorema 4.2, a dis-
tribui¢@o da relagdo em (5.7) era exatamente t,_,_; para qualquer tamanho de amostra. De uma pers-
pectiva prética, essa diferenga € irrelevante. De fato, € vélido escrever

B, B)lepB) 2t, _,_ . (5.8)

visto que 1, _, _ , aproxima-se da distribui¢io normal padronizada quando os graus de liberdade tor-
nam-se grandes.

A equagdo (5.8) nos diz que o teste ¢ € a construgdo dos intervalos de confianga sdo realizados exa-
tamente como sob as hip6teses do modelo linear classico. Isso significa que nossa anélise das variaveis
dependentes, como taxap e npre86, nao tem absolutamente de mudar se as hipéteses de Gauss-Markov
se mantém; em ambos os casos, temos pelo menos 1.500 observagdes, o que certamente € suficiente para
justificar a aproximagao pelo teorema do limite central.

Se o tamanho da amostra ndao € muito grande, entdo a distribuigdo ¢ pode ser uma aproximagio
insatisfatéria da distribuicdo da estatistica ¢t quando # ndo € normalmente distribuido. Infelizmente,
antes de saber se a aproximacao € suficientemente boa, ndo hé prescri¢cdes gerais de quio grande deve
ser o tamanho da amostra. Alguns econometristas pensam que n = 30 € satisfat6rio, mas esse valor
pode ndo ser suficiente para todas as possiveis distribui¢cdes de u. Dependendo da distribuicio de u,
podem ser necessdrias mais observacgdes antes de o teorema do limite central comegar a fazer efeito.
Além disso, a qualidade da aproximagio ndo depende apenas de n, mas dos g/, n — k — 1: com mais
varidveis independentes no modelo, um tamanho de amostra maior € usualmente necessario para usar
a aproximagao f. Os métodos para inferéncia com graus de liberdade e erros ndo normais estdo fora do
escopo deste livro. Usaremos as estatisticas f como sempre usamos, Sem nos preocuparmos com a hipo-
tese de normalidade.

E muito importante ver que o Teorema 5.2, de fato, exige a hipétese de homoscedasticidade (jun-
tamente com a hipétese de média condicional zero). Se Var(y[x) ndo € constante, as estatisticas ¢ usuais
e os intervalos de confianga nio sdo vilidos, ndo importa quio grande seja o tamanho da amostra; na
presenga da heteroscedasticidade, o teorema do limite central em nada nos ajuda. Por essa razio, dedi-
caremos todo o Capitulo 8 a discussdo do que pode ser feito na presenga de heteroscedasticidade.

Uma conclusio do Teorema 5.2 é que % é um estimador consistente de o*; ja sabemos do
Teorema 3.3 que & é ndo-viesado para o2 sob as hipéteses de Gauss-Markov. A consisténcia implica
que o € um estimador consistente de o, o que € importante para estabelecer o resultado da normalida-
de assimptdtica na equagdo (5.7). . A

Lembre-se de que & aparece no erro-padrio de cada ;. De fato, a variancia estimada de 3, €

P &2
Var(B) —————————SQTj ) (5.9)

em que SQT); € a soma dos quadrados total de x; na amostra, e R i2 ¢ 0 R-quadrado da regressdo de x; sobre
todas as outras varidveis independentes. Na Se¢do 3.4 estudamos cada componente de (5.9), os quais
Vamos expor agora no contexto da analise assimptdtica. Quando o tamanho da amostra aumenta, & con-
verge em probabilidade para a constante o%. Além disso, Rl? se aproxima de um niimero estritamente
entre zero e um (de modo que 1 - Rj2 converge para algum niimero entre zero e um). A variancia amos-
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tral de x; € SQT}/n, e portanto SQT/n converge para Var(x;) quando o tamanho da amostra aumenta.

N

Isso quer dizer que SQT; cresce aproximadamente 3 mesma taxa que o tamanho da amostra:

SQT; = no-jz, em que o’j2 ¢ a variancia populacional de x;. Quando combinamos esses fatos, vemos que

Vﬁr(,Bj) se contrai para zero a taxa de 1/n; essa € a razdo de tamanhos maiores de amostra serem melhores.

Em um modelo de regressdo com um tamanho de amostra grande, qual é o intervalo de confianca de 95%
aproximado para §3; sob RLM.1 a RLM.5? Ele é chamado de intervalo de confianga assimptdtico.

Quando u nio € normalmente distribuido, a raiz quadrada de (5.9) é, as vezes, chamada de erro-
padrao assimptatico, e as estatisticas ¢ sdo chamadas de estatisticas f assimptoéticas. Como essas quan-
tidades sdo as mesmas que estudamos no Capitulo 4, vamos chama-las apenas de erros-padrio e estatis-
ticas #, com o entendimento de que elas, algumas vezes, t€ém somente justificativa de amostra grande.

Ao usar o argumento anterior sobre a variancia estimada, podemos escrever

ep([é\j) ~c;/ Vn, (5.10)

em que ¢; ¢ uma constante positiva que ndo depende do tamanho da amostra. A equagdo (5.10) €
somente uma aproximagdo, mas ela € uma regra de bolso util: pode-se esperar que os erros-padrio
diminuam a uma taxa que € o inverso da raiz quadrada do tamanho da amostra.

EXEMPLO 5.2

{Erros-Padrao em uma Equag¢ao do Peso de Nascimentos)

Usamos os dados do arquivo BWGHT.RAW para estimar uma relagao em que o log do peso de nascimento é
a variavel dependente, e os cigarros fumados por dia (cigs) e o log da renda familiar sdo as variaveis indepen-
dentes. O numero total de observagBes & 1.388. Ao usar a primeira metade das observagdes (694), o erro-
padrdo de B, € cerca de 0,0013. Ao usar todas as observagdes, o erro-padréo é cerca de 0,00086. A razao
entre o Ultimo erro-padrdo e o primeiro é 0,00086/0,0013 = 0,662. Isso esta bastante proximo de
V694/1.388 = 0,707, a razdo obtida pela aproximagao em (5.10). Em outras palavras, a equagdo (5.10) impii-
ca que o erro-padrao, ao usar o tamanho de amostra maior, deve ser 70,7% do erro-padrao obtido ao usar
a amostra menor. Essa percentagem esta muito perto dos 66,2% que realmente calculamos a partir da
relagdo entre os erros-padrdo.

A normalidade assimptética dos estimadores de MQO também implica que as estatisticas F tém
distribui¢des F aproximadas em tamanhos de amostras grandes. Assim, para testar as restricdes de
exclusio ou outras hipéteses miiltiplas, nada muda em relagio ao que tinhamos feito antes.

Outros Testes de Amostras Grandes: A Estatistica Multiplicador de Lagrange

Visto que entramos no dominio da andlise assimptética, outras estatisticas de testes podem ser usadas
para testar hipéteses. Para a maioria dos prop0sitos, hd pouca razdo para ir além das estatisticas f e F
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usuais: como acabamos de ver, essas estatisticas tém justificativa de amostra grande sem a hipétese de
normalidade. No entanto, algnmas vezes € \itil ter outras maneiras de testar restri¢oes de exclusdo miil-
tiplas; por isso, vamos agora estudar a estatistica multiplicador de Lagrange (LM), que vem alcan-
cando alguma popularidade na econometria moderna.

O nome “estatistica multiplicador de Lagrange” provém da otimizagdo com restri¢do, um tépico
além do escopo deste livro. [Veja Davidson e MacKinnon (1993).] Também € usado o nome estatisti-
ca de escore — 0 qual também € proveniente da otimizagao utilizada em célculo. Felizmente, no arca-
bougb da regressdo linear, € simples explicar a estatistica LM sem se aprofundar na matemdtica mais
complicada.

A forma da estatistica LM que vamos derivar aqui apdia-se nas hipéteses de Gauss-Markov, as
mesmas hipdteses que justificam a estatistica F em amostras grandes. Ndo precisamos da hipétese de
normalidade.

Para derivar a estatistica LM, considere o modelo de regressdo muiltipla habitual com k varidveis
independentes:

y=B,+Bx *+..+Bx+u (5.11)

Gostariamos de testar se, por exemplo, todas as ultimas g dessas varidveis tém parametros populacio-
nais zero: a hipdtese nula €

Hy: By ey = 0y v B = 0, (5.12)

a qual coloca q restri¢des de exclusdo sobre o modelo (5.11). Assim como no teste F, a hipdtese alter-
nativa a (5.12) € que pelo menos um dos parametros € diferente de zero.

A estatistica LM exige somente a estimagdo do modelo restrito. Assim, assuma que computamos
a regressao

y = Bo + él X + ..+ ﬁk_qu_q + u, (5.13)

6 9y

em que indica que as estimativas sdo do modelo restrito. Em particular, & representa os residuos do
modelo restrito. (Como sempre, isso € apenas uma maneira de escrever para indicar que obtivemos o
residuo restrito de cada observagdo da amostra.)

Se as varidveis omitidas x;_, ., até x, tiverem, realmente, coeficientes populacionais zero, entdo i
deve ser, pelo menos aproximadamente, nao-correlacionado com cada uma dessas varidveis na amostra.
Isso sugere computar uma regressio desses residuos sobre aquelas varidveis independentes excluidas
sob Hy, que € semelhante ao que o teste LM faz. Entretanto, para obter uma estatistica de teste que possa
ser usada, devemos incluir todas as varidveis independentes na regressdo. (A razdo pela qual devemos
incluir todos os regressores é que, em geral, os regressores omitidos no modelo restrito sio correlacio-
nados com os regressores que aparecem no modelo restrito.) Assim, computamos a regressio de

it sobre x|, xy, ..., X . (5.14)

Esse € um exemplo de regressao auxiliar, uma regressdo usada para calcular uma estatistica de teste,
mas cujos coeficientes ndo sdo de interesse direto.
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Como podemos usar o resultado da regressdo de (5.14) para testar (5.12)7 Se (5.12) for verdadei-
ra, o R-quadrado de (5.14) deve estar “pr6ximo” de zero, sujeito ao erro amostral, porque i serd apro-
ximadamente nio-correlacionado com todas as varidveis independentes. A questdo — como sempre
ocorre com os testes de hipéteses — € como determinar quando a estatistica € suficientemente grande
para rejeitar a hipétese nula a um nivel de significancia escolhido. Isso resulta que, sob a hipétese nula,
o tamanho da amostra multiplicado pelo R-quadrado da regressdo auxiliar (5.14) € distribuido assimp-
toticamente como uma vari4vel aleatéria qui-quadrada com g graus de liberdade. Isso leva a um pro-
cedimento simples para testar a significancia conjunta de um grupo de g varidveis independentes.

A ESTATISTICA MULTIPLICADOR DE LAGRANGE PARA q RESTRIGOES DE EXCLUSAO:

(i) Regrida y sobre o conjunto restrito de varidveis independentes e salve os residuos, i.

(ii) Regrida @i sobre fodas as varidveis independentes e obtenha o R-quadrado, por exemplo R?
(para distingui-lo dos R-quadrados obtidos com y como varidvel dependente).

(iii) Calcule LM = an [o tamanho amostral vezes o R-quadrado obtido no passo (ii)].

(iv) Compare o LM com o valor critico apropriado, ¢, de uma distribui¢ao X;; se LM > c, a hipo-
tese nula € rejeitada. Melhor ainda, obtenha o p-valor como a probabilidade de que uma varia-
vel aleatdria X,f exceda o valor da estatistica de teste. Se o p-valor for menor que o nivel de
significancia desejado, entdo H,, € rejeitada. Se ndo for, ndo podemos rejeitar Hy. A regra de
rejeiciio € essencialmente a mesma do teste F.

Por causa de sua forma, a estatistica LM € as vezes referida como a estatistica R-n-quadrado.
Diferentemente da estatistica F, os graus de liberdade do modelo irrestrito ndo tém qualquer papel na
realizagdo do teste LM. Tudo o que importa € o niimero de restri¢des que estdo sendo testadas (g), o
tamanho do R-quadrado auxiliar (R?) e o tamanho da amostra (n). Os gl do modelo irrestrito nao tém
qualquer papel por causa da natureza assimptética da estatistica LM. No entanto, devemos estar certos
de multiplicar R’ pelo tamanho da amostra para obter LM; um valor aparentemente baixo do R-qua-
drado pode ainda levar a significincia conjunta se n for grande.

Antes de dar um exemplo, uma palavra de precaucio se faz necessdria. Se, no passo (i), inadver-
tidamente regredirmos y sobre todas as varidveis independentes e utilizarmos os residuos obtidos dessa
regressao irrestrita no passo (ii), ndo vamos ter uma estatistica interessante: o R-quadrado resultante
serd exatamente zero! Isso ocorre porque MQO escolhe as estimativas de modo que os residuos sejam
ndo-correlacionados nas amostras com todas as variaveis independentes incluidas [veja as equacdes
(3.13)]. Assim, podemos somente testar (5.12) ao regredir os residuos restritos sobre todas as varidveis
independentes. (Regredir os residuos restritos sobre o conjunto restrito de varidveis independentes tam-

bém produzird R* = 0.)

EXEMPLO 5.3

{Modelo Economico do Crime)

Vamos ilustrar o teste LM ao usar uma versdo ligeiramente mais extensa do modelo do crime do Exemplo 3.4:

npre86 = B, + B,pcond + Bisentmed + Bitemptot + B,4ptemp86 + Bsempr86 + u,

em que npre86 é o nlimero de vezes que um homem foi preso, pcond é a proporcdo de prisGes anteriores
que levaram a condenagdo, sentmed é a sentenca média cumprida de condenagdes passadas, temptot € o
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*, EXEMPLO 5.3 (continuago)

tempo total que o homem passou na prisao em 1986 desde que atingiu a idade de 18 anos, ptemp86 cor-
responde aos meses passados na prisao em 1986 e empr86 é o nimero de trimestres, em 1986, durante os
quais 0 homem esteve legalmente empregado. Vamos usar a estatistica LM para testar a hipétese nula de
que sentmed e temptot ndo tém efeito sobre npre86, uma vez que os outros fatores foram controlados.

No passo (i), estimamos o modelo restrito ao regredir npre86 sobre pcond, ptemp86 e empr86 — as
variaveis sentmed e temptot sdo excluidas dessa regressdo — e obtemos os residuos & dessa regressao
(2.725 residuos). Entdo, computamos a regressao de

i1 sobre pcond, ptemp86, empr86, sentmed e temptot,; (5.15)

como sempre, a ordem na qual listamos as variaveis independentes é irrelevante. Essa segunda regressao
gera R, que é cerca de 0,0015. Esse valor pode parecer pequeno, mas devemos multiplica-lo por n para
obter a estatistica LM = 2.725(0,0015) = 4,09. O valor critico de 10% em uma distribui¢do qui-quadrada
com dois graus de liberdade é cerca de 4,61 (arredondado para duas casas decimais; veja a Tabela G.4).
Assim, ndo é possivel rejeitar a hip6tese nula de que Bsentmed = 0 € Brempror = 0 20 nivel de 10%. O p-
valor é P(x3 > 4,09) = 0,129, de modo que rejeitamos H, ao nivel de 15%.

Como comparagao, o teste F para a significancia conjunta de sentmed e temptot resulta em um p-
valor de cerca de 0,131, bastante proximo daquele obtido ao usar a estatistica LM. Isso nao € surpreenden-
te, visto que assimptoticamente as duas estatisticas tém a mesma probabilidade de erro Tipo L. (Isto &, elas
rejeitam a hipdtese nula com a mesma fregiiéncia quando a hipdtese nula é verdadeira.)

Como o exemplo anterior sugere, com uma amostra grande raramente vemos discrepdncias
importantes entre os resultados dos testes LM e F. Usaremos a estatistica F' para a maior parte dos
problemas porque ela € rotineiramente calculada pela maioria dos pacotes de regressao. No entanto,
vocé deve estar consciente sobre a estatistica LM para reconhecé-la, pois ela ¢ usada em trabalhos
aplicados.

Um idltimo comentdrio sobre a estatistica LM. Assim como com a estatistica F, devemos estar
seguros de usar as mesmas observagoes nos passos (i) e (ii). Se faltarem dados para algumas das varia-
veis independentes excluidas sob a hipétese nula, os residuos do passo (i) devem ser obtidos de uma
regressao sobre o conjunto de dados reduzido.

5.3 EFICIENCIA ASSIMPTOTICA DE MQO

Sabemos que, sob as hipéteses de Gauss-Markov, os estimadores de MQO siio os melhores estimadores
nio-viesados lineares. MQO também €, sob as hipéteses de Gauss-Markov, assimptoticamente eficien-
te dentro uma classe de estimadores. Um tratamento geral requer dlgebra matricial e anélise assimpto6-
tica avancada. Em primeiro lugar, vamos descrever o resultado para o caso da regressdo simples.

No modelo

y =B+ Bx+u, (8.16)

u tem média condicional zero sob RLM.3: E(u|x) = 0. Isso d4 lugar a uma variedade de estimadores con-
sistentes de 8, e 8,; como habitual, vamos nos concentrar no parimetro de inclinagio, B8,. Seja g(x) qual-
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quer fungdo de x; por exemplo, g(x) = x* ou g(x) = 1/(1 + |x|). Entio u é ndo-correlacionado com g(x)
(veja a Propriedade CE.5 no Apéndice B, disponivel no site da Thomson). Seja z; = g(x,) para todas as
observagdes i. Entdo, o estimador

B, = (E (z; — z')y,->/< E (z,— Z)x,.> (5.17)

i=1 i=1

€ consistente para 3, desde que g(x) e x sejam correlacionados. [Lembre-se: € possivel que g(x) € x
sejam ndo-correlacionados porque a correlagio mensura a dependéncia linear.] Para ver isso, podemos
colocar y; = By + B)x; + u; em (5.17) e escrever 8, como

Bi=B + (n“ >~ z‘)ui) / (n-‘ S - 2)x,-> . (5.18)

i=1 i=1

Agora, podemos aplicar a lei dos grandes nimeros ao numerador e denominador, os quais convergem
em probabilidade para Cov(z,u) e Cov(zx), respectivamente. Na condi¢io de que Cov(z,x) # 0 — de
modo que z e x sejam correlacionados —, temos

plim B, = B, + Cov(z,u)/Cov(z,x) = B,

porque Cov(z,u) = 0 sob RLM.3.

E mais dificil mostrar que B, ¢ assimptoticamente normal. No entanto, usando argumentos semelhan-
tes aqueles do apéndice deste capitulo, pode ser mostrado que Vn (ﬁl — B,) € assimptoticamente normal
com média zero e variincia assimptética o*Var(z)/[Cov(z,x)]*. A variancia assimptética do estimador de
MQO ¢ obtida quando z = x, caso em que Cov(z,x) = Cov(x,x) = Var(x). Portanto, a variincia assimpté-
ticade Vin. (ﬁ, — f3,), em que B, é o estimador de MQO, & o*Var(x)/[Var(¥)]> = o*/ Var(x). Agora, a
desigualdade de Cauchy-Schwartz (veja Apéndice B.4, disponivel no site da Thomson) implica que
[Cov(z,x)]® = Var(z)Var(x), o que implica que a varidncia assimptética de Vn (ﬁl — f3,) ndo € maior do
que a de Vn (B[ — B,)- Assim, para o caso da regressdo simples, mostramos que, sob as hipéteses de
Gauss-Markov, o estimador de MQO tem uma varidncia assimptética menor do que qualquer outro esti-
mador da forma (5.17). [O estimador em (5.17) exemplifica um estimador de varidveis instrumentais, que
estudaremos extensivamente no Capitulo 15.] Se a hipétese de homoscedasticidade nio for vilida, enido
ha estimadores da forma (5.17) que t€ém uma variancia assimptética menor do que a de MQO. Vercmos
1sso no Capitulo 8.

O caso geral é semelhante, mas matematicamente muito mais dificil. No caso de k regressores, a
classe de estimadores consistentes € obtida ao generalizar as condi¢des de primeira ordem de MQO:

> 80— By— Bixy = o~ Bix) =0.j=0.1, ...k (5.19)
i=|

em que g;(x,) representa qualquer fungdo de todas as varidveis explicativas para a observagio i. Como
pode ser visto ao comparar (5.19) com as condi¢des de primeira ordem de MQO em (3.13), obtemos
os estimadores de MQO quando gy(x;) = 1 e gi(x;) = x;; paraj = 1, 2, ..., k. A classe dos estimadores
em (5.19) € infinita, pois podemos usar qualquer fungdo de x;; que quisermos.
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TEOREMA 5.3 (EFICIENCIA ASSIMPTOTICA DE MQO)

Sob as hip6teses de Gauss-Markov, sejam B3; os estimadores que solucionam as equacdes da forma (5.19) e
sejam ,éj os estimadores de MQO. Entao, paraj = 0, 1, 2, ..., k, 0s estimadores de MQO tém as menores
variancias assimptoticas: Avar \/;(BAI. = B) = Avar \/n_(Bj = B).

Provar a consisténcia dos estimadores em (5.19), sem mostrar que eles sao assimptoticamente normais, é
matematicamente dificil. [Veja Wooldridge (2002, Capitulo 5).]

As afirmagdes subjacentes ao material deste capitulo sdo razoavelmente técnicas, mas suas implicagdes
préticas s@o diretas. Mostramos que as quatro primeiras hipéteses de Gauss-Markov implicam que MQO
€ consistente. Além disso, todos os métodos de testar e construir intervalos de confianga que aprende-
mos no Capitulo 4 sdo aproximadamente vdlidos, sem assumir que os erros sio extraidos de uma distri-
bui¢do normal (equivalentemente, a distribuigio de y, dadas as varidveis explicativas, ndo € normal). Isso
significa que podemos aplicar MQO e usar os métodos anteriores para um conjunto de aplicagdes em
que a varidvel dependente ndo € de fato aproximadamente normalmente distribuida. Também mostra-
mos que, em vez da estatistica F, a estatistica LM pode ser usada para testar restri¢oes de exclusio.

Antes de deixarmos este capitulo, devemos observar que coisas como o Exemplo 5.3 podem muito
bem apresentar problemas que, de fato, exigem atengao especial. Para uma varidvel como npre86, que
€ zero ou um para a maioria dos homens na populagdo, um modelo linear pode nio ser capaz de ade-
quadamente capturar a relagd@o funcional entre npre86 e as varidveis explicativas. Além do mais,
mesmo se um modelo linear descreve o valor esperado das prisdes, a heteroscedasticidade poderia ser
um problema. Problemas como esses ndo sdo mitigados quando o tamanho da amostra aumenta, e por-
tanto retornaremos a eles em capitulos posteriores.

5.1 No modelo de regressao simples sob RLM.1 a RLM.4, dissemos que o estimador de inclinacio,
B, € consistente para 8,. Usando B, = y — B, %, , mostre que plim 3, = B,,. [Vocé precisa usar a con-
sisténcia de 3, e a lei dos grandes nimeros, juntamente com o fato de que 8, = E(y) — B,E(x,).]

5.2 Suponha que o modelo

pctagao = B, + B, funds + B, risctol + u

satisfaga as quatro primeiras hipéteses de Gauss-Markov, onde pctagdo € a percentagem da pensao
de um trabalhador investida no mercado de agdes, funds € o nimero de fundos mituos que o traba-
lhador pode escolher e riscrol é alguma medida de tolerdncia de risco (risctol maior significa que a
pessoa tem uma tolerancia maior ao risco). Se funds ¢ risctol sdo positivamente correlacionados, qual
€ a inconsisténcia em 3,, o coeficiente de inclinagio da regressao de pctagdo sobre funds?
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5.3 O conjunto de dados do arquivo SMOKE.RAW contém informagGes sobre o comportamento
tabagista e outras varidveis para uma amostra aleatéria de adultos solteiros dos Estados Unidos. A
varidvel cigs € o nimero (médio) de cigarros fumados por dia. Vocé acha que cigs tem uma distri-
bui¢do normal na populaco adulta dos Estados Unidos? Explique.

5.4 No modelo de regressdo simples (5.16), sob as quatro primeiras hipéteses de Gauss-Markov, -
mostramos que os estimadores da forma (5.17) sao consistentes para a inclinagdo, 8,. Dado tal esti-
mador, defina um estimador de 8, como B, =y — B, %. Mostre que plim 8, = 3.

Vamos delinear uma prova da normalidade assimptética de MQO [Teorema 5.2(i)] no caso da regres-
sdo simples. Escreva o modelo de regressdo simples como na equagio (5.16). Em seguida, por meio da
algebra usual da regressdo simples, podemos escrever

VnB,— B) = UsHn 23— xyu],
i=1

em que usamos Sf para representar a variincia amostral de {x;: i = 1, 2, ..., n}. Pela lei dos grandes

niimeros (veja o Apéndice C, disponivel no site de Thomson), s> % o2 = Var(x). A hipétese RLM.4

exclui a perfeita colinearidade, o que significa que Var(x) > 0 (x; varia na amostra, e portanto x nio
n n n

€ constante na populagdo). Em seguida, n””zz(xi — Xy, = n~12 E(xi - + (u — ,\")[n‘”:Eu,],

i=] i=1 i=1

em que 4 = E(x) € a média populacional de x. Agora {u;} € a seqii€ncia de varidveis aleatdrias inde-
n
pendentes e identicamente distribuidas (i.i.d.) com média zero e varidncia 0°, e portanto n™" ¥4,
iz}
converge para a distribuigdo Normal(0, 6°) quando n — eo; isso é exatamente o teorema do limite cen-
tral do Apéndice C, disponivel no site da Thomson. Pela lei dos grandes nimeros, plim(u — &) = 0.
Um resultado padrao da teoria assimptética € que se plim(w,) = 0 e z, tem uma distribui¢do normal
assimptoética, entdo plim(w,z,) = 0. [Veja Wooldridge (2002, Capitulo 3) para mais discussdo.] Isso

implica que (u — Xf)[n'mz u;] tem plim zero. Em seguida, {(x; — p)u;: i = 1, 2, ...} é uma seqiién-
i=1

cia indefinida de varidveis aleatdrias i.i.d. com média zero — porque u e x sio ndo-correlacionados sob
n

RLM.3 - e variéncia 07, pela hipétese de homoscedasticidade RLM.5. Portanto, n™ "2, (x, — w)u,
i=1

tem uma distribuicdo Normal(0, o-zof) assimptética. Acabamos de mostrar que a diferenca entre
n”"zﬁ:(x, —X)u; e n”"zﬁ:(xi — wu, tem plim zero. Um resultado da teoria assimptética € que se z,,
tem {J=r;1a distribuigio n(;r:rlnal e plim(v, — z,) = 0, entdo v, tem a mesma distribui¢io normal assimp-
tética que z,. Em decorréncia n"’zi(xi — #)u; também tem uma distribui¢io Normal(0, o’c’?)

. P =1 .
assimptotica. Colocando todas essas pegas juntas, temos

Vi@, - B) = oDl S 0~ Bu)
i=1
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+ [(Ush — (1/a§)][n"’2i(x,. - Dul,

i=1

e como plim(l/sf) = 1/03, o segundo termo tem plim zero. Portanto, a distribui¢do assimptética de
\/n_(,é, —B,) é Normal(0, {020'3}/ {0'3}2) = Normal(0, 02/0'3). Isso completa a prova para o caso da
regressao simples, quando a,2 = 0'_;7' neste caso. Veja Wooldridge (2002, Capitulo 4) para o caso geral.



. ... | Andlise de Regressio Miltipla:
-~ | Problemas Adicionais

ste capitulo articula vdrios problemas da anélise de regressdo miiltipla que ndo foram tratados

convenientemente nos capitulos anteriores. Estes topicos ndo sdo tdo fundamentais quanto os dis-

cutidos nos capitulos 3 e 4, mas sdo importantes para a aplicagio da regressdo miltipla em uma
ampla gama de problemas empiricos.

6.1 EFEITOS DA DIMENSAO DOS DADOS NAS ESTATISTICAS MQO

No Capitulo 2, sobre regressao bivariada, discutimos de forma sucinta os efeitos da mudanca nas
unidades de medida sobre os interceptos e as estimativas de inclinagio do MQO. Também mostramos
que a mudanc¢a nas unidades de medida nio afeta o R-quadrado. Agora retornaremos ao problema da
dimensio dos dados e examinaremos o efeito do redimensionamento das varidveis dependente ou inde-
pendente sobre os erros-padrio, estatisticas t, estatisticas F e intervalos de confianga.

Veremos que tudo o que esperamos acontecer, acontecerd. Quando as varidaveis siio redimensiona-
das, os coeficientes, erros-padrao, intervalos de confianga, estatisticas f e F mudam de tal maneira que
preservam todos os efeitos mensurados e os resultados dos testes. Embora isso ndo seja uma grande
surpresa — alids, ficarfamos muito preocupados se ndo fosse assim — € (til ver o que ocorre explicita-
mente. Muitas vezes, o redimensionamento de dados € usado com finalidade cosmética, tal como redu-
zir o nimero de zeros depois da virgula, em um coeficiente estimado. Escolhendo-se criteriosamente
as unidades de medida, podemos melhorar a apar€ncia de uma equagdo estimada sem alterar nada que
seja essencial.

Poderiamos tratar deste problemna de maneira generalizada, mas ele € mais bem ilustrado com
exemplos. Da mesma forma, serd de pouca valia neste ponto introduzirmos uma notagéo abstrata.

Comegamos com uma equagao relacionando o peso dos recém-nascidos com o hébito de fumar e
a renda familiar:

pesbnas = [§0 + ﬁlcigs + ﬁzrendfarn (6.1)

onde peséonas € o peso dos recém-nascidos, em ongas, cigs € o nimero médio de cigarros que a mae
fumou por dia durante a gravidez, e rendfam € a renda anual familiar, em milhares de délares. As
estimativas desta equagdo, obtidas utilizando dados contidos no arquivo BWGHT.RAW, sio dadas
na primeira coluna da Tabela 6.1. Os erros-padrdo estdo relacionados entre parénteses. A estimativa
de cigs mostra que se uma mulher fumar cinco ou mais cigarros por dia, o peso previsto dos recém-
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nascidos deve estar em torno de 0,4634(5) = 2,317 ongas a menos. A estatistica ¢ de cigs € —5,06,

Analise de Regressdo Multipla: Problemas Adicionais

de modo que a varidvel € estatisticamente bastante significante.

Tabela 6.1

Efeitos da Dimensao dos Dados

Variavel Dependente (1) pesonas (2) pesonaslb (3) pesonas
Variaveis Independentes
cigs —0,4634 —-0,0289
(0,0916) (0,0057)
magos —9,268
(1,832)
rendfam 0,0927 0,0058 0,0927
(0,0292) (0,0018) (0,0292)
interceplo 116,974 7,3109 116,974
(1,049) (0,0656) (1,049)
Observacoes 1.388 1.388 1.388
R-quadrado 0,0298 0.0298 0,0298
SQR 557.485,51 2.177,6778 557.485,51
EPR 20,063 1,2539 20,063

Agora, suponha que decidimos medir 0 peso dos recém-nascidos em libras, em vez de ongas.
Fagcamos pesonaslb = pesonas/16 ser o peso dos recém-nascidos em libras. O que acontece com nos-
sas estatisticas MQO se usarmos essa varidvel dependente em nossa equagio? E ficil verificar o efei-
to no coeficiente da estimativa pela simples manipulagio da equagio (6.1). Divida a equagiio inteira
por 16:

pesonasi16 =B,/16 + (B,/16)cigs + (B,/16)rendfam.

Como o termo da esquerda € o peso dos recém-nascidos em libras, segue-se que cada novo coeficien-
te correspondera ao coeficiente antigo dividido por 16. Para verificar isso, a regressdo de pesonaslb
sobre cigs e rendfam esté registrada na coluna (2) da Tabela 6.1. Até quatro digitos, o intercepto e as
inclinagdes da coluna (2) sdo exatamente os da coluna (1) divididos por 16. Por exemplo, o coeficien-
te de cigs € agora —0,0289; isso significa que, se cigs fosse cinco vezes mais alto, o peso de nascimen-
to seria 0,0289(5) = 0,1445 libras mais baixo. Em termos de ongas, temos 0,1445(16) = 2,312, que ¢
um pouco diferente dos 2,317 que obtivemos anteriormente devido ao erro de arredondamento. A ques-
(40 importante € que, uma vez que os efeitos tenham sido transformados nas mesmas unidades, obte-
mos exatamente a mesma resposta, independentemente de como a varidvel dependente seja medida.
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E quanto a significancia estatistica? Como esperado, a altera¢ao da varidvel dependente de ongas
para libras ndo tem efeito sobre o quanto sdo estatisticamente importantes as varidveis independentes.
Os erros-padrao na coluna (2) sdo 16 vezes menores que os da coluna (1). Alguns célculos rapidos mos-
tram que as estatisticas ¢ na coluna (2) sao, realmente, idénticas as da coluna (1). Os pontos extremos
dos intervalos de confianga na coluna (2) sdo exatamente os pontos extremos na coluna (1) divididos
por 16. Isso ocorre porque os ICs mudam pelos mesmos fatores dos erros-padrdo. (Lembre-se de que
o IC de 95% neste caso € ,[;’J + 1,96 ep(éj).

Em termos de grau de ajuste, os R-quadrados das duas regressoes sdo idénticos, como esperado.
Observe que a soma dos residuos quadrados, SQR, e o erro-padrao da regressao, EPR, diferem nas
equagdes. Essas diferengas sfo facilmente explicadas. Seja #, o residuo da observagio i na equago ori-
ginal (6.1). Entdo, quando pesonaslbs € a variavel dependente, o residuo € simplesmente #,/16. Assim,
o residuo guadrado na segunda equagio € (i1,/16)° = i1;/256. Essa ¢ a razdo pela qual a soma dos resi-
duos quadrados na coluna (2) € igual 2 SQR na coluna (1) dividida por 256.

Como EPR = ¢ = \/SQR/(n—k— 1) = \/SQR/1.385, SQR na coluna (2) € 16 vezes menor do
que na coluna (1). Outra maneira de ver isso € que o erro na equagdo com pesonaslb como a varidvel
dependente tem um desvio-padrdo 16 vezes menor do que o desvio-padrao do erro original. Isso ndo
significa que tenhamos reduzido o erro ao alterarmos a maneira pela qual o peso dos recém-nascidos
€ medido: o EPR menor simplesmente reflete uma diferenga nas unidades de medida.

Continuando, retornemos a unidade de medida original da varidvel dependente: pesonas é medi-
do em oncas. Vamos alterar a unidade de medida de uma das varidveis independentes, cigs. Defina
magos como sendo a quantidade de macos de cigarros fumados por dia. Assim, magos = cigs/20.
Agora, o que acontece com os coeficientes e outras estatisticas MQO? Dessa forma, podemos escrever

pesonas =f30 + (20B,)(cigs/20) +[§2 rendfam =[§“ + (ZOﬁl)magos +B2 rendfam,

Portanto, o intercepto e o coeficiente de inclinagdo de rendfam nao se alteraram, mas o coeficien-
te de magos € 20 vezes o de cigs. Isso € intuitivamente atraente. Os resultados da regressio de pesonus
sobre macos e rendfam estao na coluna (3) da Tabela 6.1. A propdsito, lembre-se de que nio teria sen-
tido incluir tanto cigs como magos na mesma equacado; isso induziria 2 multicolinearidade perfeita e
ndo teria nenhum significado interessante.

Na equacdo original sobre o peso dos recém-nascidos (6.1), suponha que rendfam seja medida em délares
em lugar de milhares de délares. Desse modo, defina a varidvel rendfamdol = 1.000 - rendfam. Como
mudam as estatisticas MQO quando rendfamdol substitui rendfam? Para o propdsito de apresentar os
resultados da regressao, vocé acha melhor medir a renda em délares ou em milhares de dolares?

Além do coeficiente de magos, existe outra estatistica na coluna (3) que difere da mostrada na
coluna (1): o erro-padrio de magos é 20 vezes maior que o de cigs na coluna (1). Isso significa que a
estatistica  para verificar a significincia do hdbito de fumar € a mesma, quer ele seja medido em cigar-
ros ou em macgos. Isso € natural.

O exemplo anterior explica claramente a maioria das possibilidades que surgem quando a varia-
vel dependente e as varidveis independentes sdo redimensionadas. O redimensionamento muitas
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vezes € feito com os valores monetdrios em economia, especialmente quando os montantes sdo muito
grandes.

No Capitulo 2, argumentamos que, se a varidvel dependente aparecer na forma logaritmica, a
alteragdo na unidade de medida nao afetara o coeficiente de inclinagdo. Isso também acontece aqui: a alte-
racio na unidade de medida da varidvel dependente, quando aparece na forma logaritmica, ndo afeta
qualquer das estimativas de inclinagao. Isso resulta do simples fato de que log(c,,y;) = log(c;) + log(y,)
para qualquer constante ¢; > 0. O novo intercepto seré log(c;) + ﬁo. De forma semelhante, a alteracdo
da unidade de medida de qualquer x;, onde log(x;) aparece na regressao, afeta somente o intercepto. Isso
corresponde ao que conhecemos sobre alteragdes em porcentagens e, em particular, em elasticidades:
elas néo sofrem alteragdes quando mudam as unidades de medida de y ou de x;. Por exemplo, se tivés-
semos especificado a varidvel dependente em (6.1) como log(pesonas), estimdssemos a equagio, e
depois a tivéssemos reestimado com log(pesonasib) como a variavel dependente, os coeficientes de cigs
e rendfam seriam os mesmos em ambas as regressdes; somente o intercepto seria diferente.

Os Coeficientes Beta

Algumas vezes, em aplicagdes econométricas, uma varidvel-chave é medida em uma dimensao de
dificil interpretagao. Economistas especializados na drea de trabalho freqiientemente incluem a pon-
tuagao de testes de conhecimentos em equagdes salariais, e a dimensdo em que tais testes sdo registra-
dos muitas vezes € arbitraria e de dificil interpretagdo (pelo menos para os economistas!). Em quase
todos os casos estamos interessados em saber como a pontuagio de um individuo em particular se com-
para com a populagdo. Assim, em lugar de perguntarmos a respeito do efeito sobre o saldrio por hora
se, digamos, a pontuagdo do teste for dez pontos mais alta, faz mais sentido perguntar o que acontece
quando a pontuagio do teste for um desvio-padrio mais alto.

Nada impede que vejamos o que acontece com a varidvel dependente quando uma varidvel inde-
pendente em um modelo estimado aumenta certo nimero de desvios-padrdo, supondo que tenhamos
obtido o desvio-padrdo da amostra (o que € facil na maioria dos programas de regressio). Geralmente,
essa € uma boa idéia. Assim, por exemplo, quando observamos o efeito de uma pontuagio de teste
padronizada, como o SAT (nota de ingresso em curso superior nos Estados Unidos), sobre a nota média
em curso superior, podemos encontrar o desvio-padrao de SAT e verificar o que acontece quando essa
pontuagdo aumenta em um ou dois desvios-padrao.

Algumas vezes € ttil obter resultados de regressdo quando todas as varidveis envolvidas, a depen-
dente e todas as independentes, tenham sido padronizadas. Uma varidvel € padronizada em uma amos-
tra pela subtragdo de sua média e dividindo o resultado por seu desvio-padrdo (veja Apéndice C
disponivel no site do livro, no site www.thomsonlearning.com.br). Isso significa que computamos a
transformagio z de cada varidvel na amostra. Depois, fazemos a regressio usando os valores de z.

Por que a padronizagio € 1itil? E mais f4cil comegarmos com a equagio MQO original, com as
variaveis em suas formas originais:

A3

Y;i=Byt Bix;y t Byxy t ot Bx, Tk (6.2)

Incluimos o subscrito de observacio i para enfatizar que nossa padronizagio € aplicada a todos os
valores da amostra. Agora, se ao calcularmos a média de (6.2), usarmos o fato de que #4; tem uma média
de amostra zero, € subtrairmos o resultado de (6.2), temos

Y, =¥ =Bl —x) + Byl — X)) A+ F Bl — X)) + 4
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Em seguida, definamos &, como o desvio-padrao da amostra da varidvel dependente, &, como o
dp da amostra da x,, 0, como o dp da amostra de x,, e assim sucessivamente. Agora, um pouco de alge-
bra produz a equagio

O; = )6, = (5,/6,)B,[(x; =)&)+ .. |
. (6.3)
+(6,/6,)B[(x,, — X1+ (4,/5).

Cada varidvel em (6.3) foi padronizada pela substitui¢io de suas médias por seus valores de z, e isso
resultou em novos coeficientes de inclinagdo. Por exemplo, o coeficiente de inclinagdo de (x;, — X))/ €
(61/6,)B,. Isso & simplesmente o coeficiente original, B, multiplicado pela razdo do desvio-padrao de

x, sobre o desvio-padrdo de y. O intercepto simplesmente desapareceu.
E util reescrever (6.3), eliminando o subscrito i, como

g, =b g bz, + .. +bz +erro, (6.4)

onde z, € o valor de zde y, z; € o valor de z de x,, € assim por diante. Os novos coeficientes sao
b,=(0,/6,)B;paraj =1, .., k. (6.5)

Esses l;j sdo tradicionalmente chamados de coeficientes padronizados ou coeficientes beta.
(Esta dltima denominagao € mais comum, mas um pouco inadequada, ja que temos usado o beta cha-
péu para representar as estimativas MQO usuais.)

Os coeficientes beta recebem seus interessantes significados a partir da equagdo (6.4): S¢ v,
aumentar em um desvio-padrao, y, entdo, sera alterado em b, desvios-padrdo. Assim, estamos medin-
do os efeitos nao em termos das unidades originais de y ou de x;, mas em unidades de desvios-padrio.
Como isso torna a dimensédo dos regressores irrelevante, essa equagdo coloca as varidveis explicativas
em pé de igualdade. Em uma equagao MQO padrio, ndo € possivel simplesmente verificar o tamanho
dos diferentes coeficientes e concluir que a varidvel explicativa com o maior coeficiente ¢ “a mais
importante”. Acabamos de ver que a magnitude dos coeficientes pode ser mudada a vontade pela alte-
racdo das unidades de medida das varidveis x;. Mas, quando cada x; € padronizado, a comparagio das
magnitudes dos coeficientes beta resultantes € mais convincente.

Para obter os coeficientes beta, podemos sempre padronizar y, x|,..., x; ¢ em seguida computar a
regressdao MQO do valor de z de y sobre os valores de z de x,,..., x, — no qual nfo € necessdrio incluir
um intercepto, ja que ele sera zero. Isso pode ser tedioso com muitas varidveis independentes. Alguns
programas econométricos produzem coeficientes beta com um simples comando. O exemplo seguinte
ilustra o uso de coeficientes beta.
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- .EXEMPLO.6.1 ++ - ..
(Efeitos da Poluicao sobre os Precos de Imoveis)

Utilizamos os dados do Exemplo 4.5 (do arquivo HPRICE2.RAW) para ilustrar o uso de coeficientes beta.
Lembre-se de que a principal variavel independente é oxn, uma medida do dxido nitroso no ar em cada
comunidade. Uma maneira de entender o tamanho do efeito da poluigdo — sem entrar na questdo cientifica
do efeito do 6xido de nitrogénio sobre a qualidade do ar é computar os coeficientes beta. (O Exemplo 4.5
contém um método alternativo: obtivemos uma elasticidade-preco em relacdo a oxn usando preco e oxn em
forma logaritmica.)

A equagdo populacional é o modelo nivel-nivel

preco = By + Bioxn + Brcrime + Bicomods + Budist + Bsrazestud + u,

onde todas as variaveis exceto crime foram definidas no Exemplo 4.5; crime é o nimero de crimes registra-
dos per capita. Os coeficientes beta aparecem na seguinte equacao (portanto cada variavel foi convertida
ao seu valor de z):

zprego = —0,340 zoxn — 0,143 zcrime + 0,514 zcomods — 0,235 zdist — 0,270 zrazestud.

Esta equagdo mostra que o aumento de um desvio-padrao em oxn reduz o preco em 0,34 desvio-padréo; o
aumento de um desvio-padrao em crime reduz o preco em 0,14 desvio-padrao. Assim, 0 mesmo movimen-
to relativo da polui¢do na populagdo tem um efeito maior sobre os pregos dos iméveis do que o da crimina-
lidade. O tamanho do imével, medido pelo nimero de cémodos (comods), tem o maior efeito padronizado.
Se quisermos saber os efeitos de cada varidvel independente sobre o valor da mediana dos pregos dos imo-
veis, teremos que usar as varidveis ndo padronizadas.

0O uso de variaveis padronizadas ou ndo padronizadas ndo afetara a significancia estatistica: as esta-
tisticas t serdo as mesmas, em ambos 0s casos.

P X

6.2 UM POUCO MAIS SOBRE A FORMA FUNCIONAL

Em virios dos exemplos anteriores, encontramos o artificio mais comum em econometria para
permitir relagdes nao lineares entre a variavel explicada e as varidveis explicativas: o uso de logaritmos
das varidveis dependentes ou independentes. Também vimos modelos contendo os quadrados de algu-
mas varidveis explicativas, mas ainda precisamos discorrer sobre um tratamento sistemdtico desses
topicos. Nesta secdo, trataremos de algumas variagoes € extensdes sobre formas funcionais que surgem
freqiientcmente em trabalhos aplicados.

Um pouco mais sobre o Uso de Formas Funcionais Logaritmicas

; Comegamos revendo como interpretar os parametros no modelo

log(prego) = B, + Blog(oxn) + B,comods + u, (66)

PR SR T % A ym TSt e
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onde essas varidveis sdo as mesmas do Exemplo 4.5. Lembre-se de que em todo o texto log(x) € o log
natural de x. O coeficiente B8, € a elasticidade do prego em relag@o a oxn (poluigdo). O coeficiente B,
é a mudancga em log(preco), quando Acomods = 1; como vimos muitas vezes, quando multiplicada por
100, essa € a percentagem aproximada de mudanga em prego. Lembre-se de que 100-8, € algumas
vezes chamado de semi-elasticidade do prego em relagdo a comods.

Quando estimamos utilizando os dados do arquivo HPRICE2.RAW, obtemos

log(prego) = 9,23 — 0,718 log(oxn) + 0,306 comods
(0,19) (0,66) (0,019) (6.7)

n = 506, R, = 0,514.

Assim, quando oxn aumenta em 1%, preco cai em 0,718%, mantendo-se apenas comods fixo.
Quando comods aumenta em um, preco aumenta em aproximadamente 100(0,306) = 30,6%.

A estimativa de que um comodo a mais aumenta o prego em cerca de 30,6% acaba por ser de certa
forma impreciso para esta aplicagdo. O erro de aproximagio ocorre porque, como a mudanga em log(y)
se torna cada vez maior, a aproximagdo %Ay =~ 100-Alog(y) se mostra cada vez mais imprecisa.
Felizmente, existe um célculo simples para computar a percentagem exata de mudanga.

Para descrever o procedimento, consideremos o modelo estimado de forma geral

16g(y) = :é() + .é1 log(x)) +.BA2x:-

(A inclusdo de varidveis independentes adicionais nio altera o procedimento.) Agora, fixando .x,,
temos Aldg(v) = B,Ax,. O uso de simples propriedades alg€bricas das fungdes exponenciais ¢ logarit-
micas produz a percentagem exata de mudanga no y estimado como

% Ay = 100-[exp(B,Ax,) — 1], (6.8)

onde a multiplicagdo por 100 transforma a mudanga proporcional em uma mudanga percentual.
Quando Ax, = 1,

% Ay = 100-[exp(B,) — 11. (6.9)

Aplicada ao exemplo dos precos dos iméveis com x, = comods e ﬁ2 = 0,306, %Apréco =
100[exp(0,306) — 1] = 35,8%, que & visivelmente maior do que a percentagem aproximada de mudan-
ca, 30,6%, obtida diretamente de (6.7). { A propésito, esse ndo € um estimador ndo-viesado, pois exp(-)
¢ uma funcio ndo-linear; ele €, porém, um estimador consistente de 100[exp(8,) — 1]. Isso € assim
porque o limite de probabilidade € calculado por meio de fungoes continuas, enquanto o operador valor
esperado ndo € calculado dessa forma. Veja Apéndice C, no site da Thomson.}

O ajuste na equagio (6.8) ndo € tdo crucial para pequenas mudangas percentuais. Por exemplo,
quando incluimos na equagdo (6.7) a relagdo aluno-professor, seu coeficiente estimado € —0,052, o que
significa que, se razestud aumentar em um, prego diminui em aproximadamente 5,2%. A mudanga pro-
porcional exata € exp(—0,052) — 1 = —0,051, ou —5,1%. De outro lado, se aumentarmos razestud em
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cinco, entdo a mudanga percentual aproximada em prego serd —26%, enquanto a mudanga exata obtida
da equagdo (6.8) € 100[exp(—0,26) — 1] = —22,9%.

Vimos que o uso de logs naturais leva a coeficientes com interpretagdes interessantes € podemos
ignorar o fato de as unidades de medida das varidveis aparecerem em forma logaritmica, pois os coe-
ficientes de inclinagio sdo invariantes em relacdo a redimensionamentos. Existem vérias outras razdes
pelas quais os logs sdo tao usados em trabalhos aplicados. Em primeiro lugar, quando y > 0, os mode-
los que usam log(y) como a varidvel dependente geralmente satisfazem as hipSteses do MLC mais
apropriadamente do que os modelos que usam o nivel de y. Varidveis estritamente positivas freqiiente-
mente possuem distribui¢des condicionais que sdo heterosceddsticas ou concentradas; o uso do log
pode aliviar, se ndo eliminar, ambos os problemas.

Além disso, o uso de logs normalmente estreita a amplitude dos valores das varidveis, em alguns
casos em quantidade consideravel. Isso torna as estimativas menos sensiveis a observag¢des dispares (ou
extremas) na varidvel dependente ou nas varidveis independentes. Abordaremos a questdo das obser-
vacOes extremas no Capitulo 9.

Existem algumas regras préticas padronizadas para o uso de logs, embora nenhuma definitiva.
Quando a varidvel € um valor monetario positivo, ele freqiientemente € transformado em log. Temos
visto isso para varidveis como saldrios, vendas de empresas e valores de mercado das empresas.
Varidveis como populagdo, nimero total de empregados e matriculas escolares freqiientemente apare-
cem em forma logaritmica; elas t€m a caracteristica comum de serem grandes valores inteiros.

Varidveis que sdao medidas em anos — como educagdo, experiéncia, tempo de permanéncia,
idade etc. — normalmente aparecem em sua forma original. Uma varidvel que seja uma proporgio ou
uma percentagem — como a taxa de desemprego, a taxa de participa¢io em planos de aposentadoria,
a taxa de estudantes aprovados em um exame padronizado e a taxa de detencao sobre crimes registra-
dos — pode aparecer tanto em sua forma original como logaritmica, embora haja uma tendéncia em
uséd-la em forma de nivel. Isso se deve ao fato de que quaisquer coeficientes de regressio envolvendo
a varidvel original — seja ela a varidvel dependente ou independente — terdo uma interpretagio de
mudanga de pontos percentuais. (Veja Apéndice A, no site da Thomson, para uma revisdo sobre a
distingdo entre mudanga percentual ¢ mudangca de pontos percentuais.) Se usarmos, digamos,
log(desemp) em uma regressio, onde desemp é a percentagem de individuos desempregados, precisa-
mos ter muito cuidado para distinguir entre uma mudanga de pontos percentuais e uma mudanca percen-
tual. Lembre-se, quando desemp aumenta de oito para nove, isso € um acréscimo de um ponto per-
centual, equivalente a um incremento de 12,5% sobre o nivel de desemprego inicial. O uso do log
significa que queremos saber a mudanca percentual da taxa de desemprego: log(9) — log(8) = 0,118
ou 11,8%, que € a aproximagio logaritmica do aumento efetivo de 12,5%.

Suponha que o nimero anual de prisdes por direao de veiculo sob embriaguez’ seja determinado por
log(prisdes) = B, + B,log(pbp) + B,idadel6_25 + outros fatores,
onde idade16_25 é a propor¢do da populagdo entre 16 e 25 anos de idade. Mostre que B, tem a seguinte

interpretagdo (ceteris paribus): ela é a mudangca percentual em prisGes quando a percentagem da popula-
¢ao com idade entre 16 e 25 anos aumenta em um ponto percentual.

1

NE: Nos Estados Unidos.
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Uma limitagao do log € que ele ndo pode ser usado, caso uma varidvel assuma valor zero ou nega-
tivo. Em casos nos quais a varidvel y niio seja negativa, mas pode assumir o valor 0, log(1 + y) € algu-
mas vezes usado. As interpretacdes de mudanga percentual sido, em geral, estritamente preservadas,
exceto para mudangas comegando em y = 0 (em que a percentagem de mudanga néo € sequer defini-
da). Geralmente, usar log(1 + y) e depois interpretar as estimativas como se a varidvel fosse log(y) €
aceitavel quando os dados em y ndo sdo dominados por zeros. Um exemplo pode ser o de y represen-
tar horas de treinamento por funciondrio da populacio industrial, quando uma grande fracdo das
empresas oferece treinamento a, pelo menos, um de seus funcionarios.

Uma desvantagem de usar uma varidvel dependente na forma logaritmica est4 na dificuldade de se
prever a varidvel original. O modelo original nos permite prever log(y), € nao y. No entanto, € razoavel-
mente fcil transformar uma previsio de log(y) em uma previsdo de y (veja Se¢do 6.4). Uma questio
relacionada € que ndo € valido comparar R-quadrados de modelos nos quais y € a variavel dependente
em um caso e log(y) € a varidvel dependente no outro. Essas medidas explicam variagoes em diferentes
varidveis. Discutimos como computar medidas comparédveis de graus de ajuste na Secdo 6.4.

Modelos com Funcoes Quadraticas

As func¢des quadraticas também sdo usadas com bastante freqiiéncia em economia aplicada para
capturar efeitos marginais crescentes ou decrescentes. Seria interessante rever as propriedades das fun-

¢oes quadrdticas no Apéndice A, no site da Thomson.
No caso mais simples, y depende de um tnico fator observado x, mas de uma forma quadrdtica:

y=,BO+le+Bzx2+u.

Por exemplo, considere y = saldrioh x = exper. Como discutimos no Capitulo 3, esse modelo nio
se enquadra na analise de regressdo simples, mas € facilmente trabalhado em regressio miltipla.

E importante lembrar que 8, nio mede a mudanga em y em relagio a x; ndo faz sentido manter X
fixo quando se altera x. Se escrevermos a equagao estimada como

3= Byt B x+ B, 2, (6.10)
teremos a aproximagao
~ (ﬁl + 2[§2x)Ax, e assim Ay /Ax =~ Bl + 2[32 X. (6.11)

Isso nos mostra que a inclinag@o da relac@o entre x € y depende do valor de x; a inclinagdo esti-
mada & B, + 2,32x Se inserirmos x = 0, veremos que ¢ , pode ser interpretado como a inclinag@o apro-
ximada na alterag@o de x = 0 para x = 1. Para outras mudangas no valor de x, o segundo termo, ZB X,
deve ser levado em conta.

Se estivermos interessados em somente computar a mudanga prevista em y dado um valor inicial
de x e uma mudanga de x, poderiamos usar (6.10) diretamente: ndo ha nenhuma razio para usar célcu-
los de aproximagdo. Porém, normalmente estamos mais interessados em resumir rapidamente o efeito
de x em y, € a interpretagdo de é  ede .éz na equagdo (6.11) fornece esse resumo. Em geral, podemos
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inserir o valor médio de x na amostra, ou outros valores de interesse, como a mediana ou os valores
dos quartis inferior ou superior de x.

Em muitas aplicagdes, [§, ¢ positivo, e 32 € negativo. Por exemplo, utilizando os dados de sal4-
rios contidos no arquivo WAGE1.RAW, obtemos

saldrioh = 3,73 + 0,298 exper — 0,0061 exper”
(0,35) (0,041) (0,0009) (6.12)

n =526, R* = 0,093.

A equagio estimada sugere que exper tem um efeito de redugdo sobre saldrioh. O primeiro ano
de experi€ncia vale aproximadamente 30 centavos de délar por hora (0,298 ddlares). O segundo ano de
experiéncia vale menos [cerca de 0,298 — 2(0,0061)(1) = 0,286, ou 28.6 centavos de délar, de acordo
com a aproximagao em (6.11) com x = 1]. Aumentando de 10 para 11 os anos de experiéncia, a pre-
visdo de aumento do saldrio-hora € de cerca de 0,298 — 2(0,0061)(10) = 0,176 ou 17,6 centavos de
ddlar. E assim por diante.

Quando o coeficiente de x € positivo € o coeficiente de x~ € negativo, a fung¢do quadratica tem um
formato parabélico. Sempre existe um valor positivo de x, no qual o efeito de x sobre y é zero; antes
desse ponto, x tem um efeito positivo sobre y; apds esse ponto, x tem um efeito negativo sobre y. Na
pratica, pode ser importante saber onde fica esse ponto critico.

Na equagio estimada (6.10) com Bl >0e B < 0, esse ponto critico (ou 0 mdximo da fungao) é
sempre alcangado na relag@o entre o coeficiente de x e duas vezes o valor absoluto do coeficiente de x>

= |B,/2By)!. (6.13)

No exemplo dos saldrios, x = e,\‘pefk € 0,298/[2(0,0061)] = 24,4. (Observe como simplesmente
eliminamos o sinal de menos em —0,0061 ao fazermos esse cdlculo.) Esta relagdo quadratica est4 ilus-
trada na Figura 6.1.

Na equacao dos saldrios (6.12), o retorno da experiéncia passa a ser zero por volta dos 24,4 anos.
O que devemos concluir disso? Existem, pelo menos, trés explicagdes possiveis. Primeiro, pode ser que
poucas pessoas na amostra tenham mais de 24 anos de experiéncia, € assim a parte da curva 2 direita
de 24 pode ser ignorada. A conseqiiéncia de se usar uma fungdo quadratica para capturar efeitos decres-
centes € que a partir de certo ponto ela acabari fazendo um movimento inverso. Se esse ponto estiver
além de uma pequena percentagem das pessoas na amostra, isso nao sera motivo para grande preocu-
Pagao. Mas no conjunto de dados do arquivo WAGE1.RAW, cerca de 28% das pessoas na amostra tém
mais de 24 anos de experiéncia; essa € uma percentagem alta demais para se ignorar.

E possivel que o retorno de exper realmente se torne negativo em algum ponto, mas € dificil acre-
ditar que isso acontega aos 24 anos de experiéncia. Uma possibilidade mais provavel é que o efeito
estimado de exper sobre saldrioh seja viesado, por ndo termos controlado outros fatores ou porque a
relagd@o funcional entre saldrioh e exper na equagio (6.12) ndo esta totaimente correta. O Problema
6.9 pede que vocé explore essa possibilidade controlando a educagdo, além de usar log(saldrioh)
como a varidvel dependente.
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Figura 6.1 - © i saeeiSi
Relagdo quadrética entre saldrioh e expe.

salarioh

7,37

3,73

244 exper

Quando um modelo tem uma varidvel dependente na forma logaritmica e uma varidvel explicati-
va como uma fungdo quadrdtica, € necessdrio certo cuidado para fazer uma boa interpretacio. O exems-
plo seguinte também mostra que a fungdo quadrética pode ter um formato em U, em vez de uma forma
parabdlica. A forma em U surge na equagédo (6.10) quando ﬁ, € negativo e Bz € positivo; isso captura
um efeito crescente de x sobre y.

EXEMPLO 6.2

(Efeitos da Poluicdo sobre os Precos dos Iméveis)

Modificamos 0 modelo dos pregos dos iméveis do Exemplo 4.5 para incluir um termo quadratico em comods:

log(prego) = B, + B, log(oxn) + B, log(dist) + B, comods c
(6.14)
+ B, comods® + B razestud + u. U

O modelo estimado utilizando os dados contidos no arquivo HPRICE2.RAW ¢é

log(prego) = 13,39 — 0,902 log(oxn) — 0,087 log(dist)

0,57) (0,115) (0,043)
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EXEMPLO 6.2 (continuagao)

— 0,545 comods + 0,062 comods® — 0,48 razestud
(0,165) (0,013) (0,006)

= 506, R*> = 0,603.

0 termo quadratico comods’® tem uma estatistica t em torno de 4,77 e, portanto, é estatisticamente bastan-
te significante. Mas o que é possivel afirmar sobre a interpretacdo do efeito de comods sobre log(prego)?
Inicialmente, o efeito parece ser estranho. Como o coeficiente de comods é negativo e o coeficiente de
comods® é positivo, a equacio literalmente sugere que, com valores baixos de comods, um cémodo adicio-
nal tem um efeito negativo sobre log(preco). Em algum ponto, o efeito se torna positivo, e a forma quadra-
tica significa que a semi-elasticidade de prego em relagdo a comods cresce na mesma proporgao do cresci-
mento de comods. Esta situagdo é mostrada na Figura 6.2.

_ Obtemos o valor do ponto critico de comods usando a equagao (6.13) (embora B, seja negativo e
B seja positivo). O valor absoluto do coeficiente de comods, 0,545, dividido pelo dobro do coeficiente de
comods?, 0,062, resulta em comods = 0,545/[2(0,062)] = 4,4; este ponto esta marcado na Figura 6.2.

Figura 6.2
log (prego} como uma fungdo quadratica de comods.

log(prego)

4.4 cdmodos
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Sera que podemos acreditar que se iniciarmos com trés cdmodos e aumentarmos para quatro isso efeti-
vamente reduzira o valor esperado do imvel? Provavelmente néo. Acontece que somente cinco das 506 comu-
nidades na amostra possuem iméveis com média de 4,4 comodos ou menos, cerca de 1% da amostragem. Isso
é t3o pequeno que a funcdo quadratica & esquerda de 4,4 pode, para fins praticos, ser ignorada. A direita de
4,4, vemos que a adicao de outro cdmodo tem um efeito crescente na mudanga percentual no prego:

Alogfprego) = {[—0,545 + 2(0,062)]comods}Acomods
€ assim

%A preco = 100{[—0,545 + 2(0,062)]comods}Acomods
= (—54,5 + 12,4comods) Acomods.

Portanto, um aumento em comods, digamos de cinco para seis, aumenta o preco em aproximadamente
—54,5 + 12,4(5) = 7,5%; o aumento de seis para sete aumenta o pre¢o em aproximadamente —54,5 +
12,4(6) = 19,9%. Esse é um efeito crescente bastante forte.

Existem muitas outras possibilidades de usar fun¢oes quadraticas juntamente com logaritmos. Por
exemplo, uma extensao de (6.14) que permita uma elasticidade nio-constante entre preco e oxn €

log(prego) = B, + B,log(oxn) + B,[log(oxn))?

+ B;crime + B, comods + B comods?* + B razestud + u. (6.15)

Se B> = 0, B, serd a elasticidade do prego em relagdo a oxn. Caso contrdrio, essa elasticidade

dependerd do nivel de oxn. Para verificar isso, podemos combinar os argumentos dos efeitos parciais
nos modelos quadratico e logaritmico para mostrar que

%Aprego = [B, + 2B,log(oxn)]%Aoxn; (6.16)

portanto, a elasticidade do prego em relagdo a oxn € B, + 2f3,log(oxn), de forma que ela depende de
log(oxn).

Finalmente, outros termos polinomiais podem ser incluidos nos modelos de regressido. Certa-
mente a fungdo quadritica € vista com mais freqii€éncia, mas um termo ctibico ou até de quarta potén-
cia aparece de vez em quando. Uma forma funcional freqiientemente razoavel de uma funcio de custo
total €

custo = By + Bquantidade + Brquantidade® + Biquantidade® + u.

Nao € complicado estimar este modelo. A interpretagdo dos pardmetros € mais trabalhosa (embo-
ra objetiva com o uso de célculo infinitesimal); ndo estudaremos este modelo com mais detalhes.
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Modelos com Termos de Interacao

Algumas vezes, € natural que o efeito parcial, a elasticidade, ou a semi-elasticidade da varidvel
dependente, em relagio a uma varidvel explicativa, dependa da magnitude de outra variavel explicati-
va. Por exemplo, no modelo

pre¢o = By + Biarquad + B,qtdorm + Biarquad- qtdorm + B,banhos + u,

o efeito parcial de gtdorm sobre preco (mantendo fixas todas as outras varidveis) €

Aprego
—A—q—ptﬁ = B, + Byarquad. (6.17)
Se B3 > 0, (6.17) sugere que um quarto a mais produz um aumento maior no prego dos iméveis maio-
res. Em outras palavras, existe um efeito de interagio entre a drea do imével e o nimero de quartos.
Ao resumirmos o efeito de gtdorm sobre preco, devemos avaliar (6.17) quanto aos valores de interes-
se de arquad, como o valor médio, ou os quartis inferior ou superior na amostra. Se 3; € zero ou nao,
€ algo que podemos verificar facilmente.

Pode ser complicado interpretar os parametros das varidveis originais quando incluimos um termo
de interagdo. Por exemplo, na equagao anterior sobre pregos de iméveis, a equagdo (6.17) mostra que 8-
€ o efeito de gtdorms sobre preco para um prego com zero de drea construida! Esse efeito, obviamente,
nao € muito interessante. Em vez disso, devemos ser cuidadosos ao inserirmos valores de interesse da
area do imovel, como o valor médio ou a mediana da amostra, na versao estimada da equagao (6.17).

Freqiientemente, € vantajoso reparametrizar um modelo para que os coeficientes das varidveis ori-
ginais tenham significados interessantes. Considere um modelo com duas varidveis explicativas e uma
interagdo:

y = Byt By + Baxy + Baxxy +ou

Como acabamos de mencionar, 3, € o efeito parcial de x» quando x; = 0. Muitas vezes, iS50 nio
€ de interesse. Em vez disso, podemos reparametrizar o modelo como

y=ayt+ ox; + 0xxy + Balxy — pm ) — wo) + oy,

onde u,; € a média populacional de x, e u, é a média populacional de x,. Podemos facilmente ver
que agora o coeficiente de x,, 8,, € o efeito parcial de x, sobre y no valor médio de x,. (Multiplicando
a interag@o na segunda equagdo e comparando os coeficientes, podemos mostrar com facilidade que
0, = B, + Bsu;. O pardmetro §, tem uma interpretagdo semelhante.) Portanto, se subtrairmos as
médias das varidveis — na prdtica, elas seriam, tipicamente, as médias da amostra — antes de criar-
mos o termo de interagao, os coeficientes das variaveis originais terdo uma interpretacio ttil. E mais,
obteremos imediatamente os erros-padrdo dos efeitos parciais ao nivel dos valores médios. Nada nos
impede de substituir p; ou u, por outros valores das varidveis explicativas que possam ser de interesse.
O exemplo seguinte ilustra como podemos usar os termos de interagao.
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EXEMPLO 6.3

(Efeitos da Freqiiéncia Escolar no Desempenho de Exames Finais)

Um modelo para explicar o resultado padronizado de um exame final (respad) em termos da taxa de fre-
qliéncia escolar, da nota média anterior* ao curso superior até o penultimo semestre, e da nota do teste de
avaliacdo de conhecimentos para ingresso em curso superior é

respad = B, + B,taxafreq + B,nmgradp + B tac + f,nmgradp® (6.18)
+ Bstac® + Bnmgradp-taxafreq + u.

(Utilizamos o resultado padronizado do exame pelos motivos discutidos na Se¢do 6.1: é mais facil interpretar o
desempenho de um aluno em relagdo ao restante da classe.) Além dos termos quadraticos em nmgradp e tac,
este modelo inclui uma interagdo entre nmgradp e taxafreq. A idéia é que a freqliéncia as aulas pode ter um
efeito diferente nos alunos que tiveram desempenhos diferentes no passado, como medido por nmgradp.
Estamos interessados nos efeitos da freqliéncia sobre as notas do exame final: Arespad/Ataxafreq = 8, +
Bsnmgradp.

Usando as 680 observagdes do arquivo ATTEND.RAW para estudantes da drea de economia, a equa-
¢ao estimada é

respad = 2,05 —.0,0067 taxafreq — 1,63 nmgradp — 0,128 tac

(1,36) (0,0102) (0,48) (0,098)
+ 0,296 nmgradp® + 0,0045 tac* + 0,0056 nmgradp + taxafreq (6.19)
(0,101) (0,0022) (0,0043)

n = 680, R> = 0,229, R*> = 0,222.

Devemos interpretar essa equagao com extremo cuidado. Se simplesmente olharmos o coeficiente de
taxafreq, concluiremos de forma errdnea que a freqiiéncia tem um efeito negativo na nota do exame final.
Porém, esse coeficiente supostamente mede o efeito quando nmgradp = 0, 0 que ndo é interessante (nessa
amostra, a menor nota média do ensino médio é cerca de 0,86). Também devemos ter cuidado para nao exa-
minarmos separadamente as estimativas de 8, e B e concluirmos que, como cada estatistica t é ndo signi-
ficante, ndo podemos rejeitar Hy: 81 = 0, B¢ = 0.Alids, o p-valor do teste F dessa hipdtese conjunta é 0,014,
de modo que com certeza rejeitamos Hy ao nivel de 5%. Este € um bom exemplo de como 0 exame em sepa-
rado de estatisticas t, quando estamos testando uma hipdtese conjunta, pode nos levar a equivocos.

Como devemos estimar o efeito parcial de taxafreq sobre respad? Devemos inserir valores de interes-
se de nmgradp para obter o efeito parcial. O valor médio de nmgradp na amostra é 2,59, de modo que
nesse valor médio o efeito de taxafreq sobre respad é —0,0067 + 0,0056(2,59) =~ 0,0078. Qual o signi-
ficado disso? Como taxafreq é medida como um percentual, isso significa que um aumento de dez pontos
percentuais em taxafreq aumenta respad em 0,078 desvios-padrdo da nota média do exame final.

Como podemos dizer se a estimativa 0,0078 é estatisticamente diferente de zero? Temos que compu-
tar novamente a regressao, substituindo nmgradp - taxafreq por (nmgradp — 2,59) - taxafreq. 1ss0 pro-
duz, como o novo coeficiente de taxafreg, o efeito estimado quando nmgradp = 2,59, juntamente com
seu erro-padrdo; nada mais € alterado na regressao. (Descrevemos esse mecanismo na Se¢ao 4.4.) A execu-
¢do dessa nova regressao fornece o erro-padrdo de 3, + 36(2,59) = 0,0078 como 0,0026, o que produz
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. EXEMPLO 6.3 (continuac¢io)

t = 0,0078/0,026 = 3. Portanto, na nmgradp média, concluimos que a taxa de freqiiéncia as aulas tem um
efeito positivo estatisticamente significante nas notas do exame final.

E ainda mais complicado encontrar o efeito de nmgradp sobre respad, devido ao termo quadratico
nmgradp®. Para encontrar o efeito no valor médio de nmgradp e na taxa média de freqiiéncia, 0,82, subs-
tituimos nmgradp? por (nmgradp — 2,59)° e nmgradp - taxafreq por nmgradp * (taxafreq — 0,82). O coe-
ficiente de nmgradp se torard o efeito parcial nos valores médios e obteremos seu erro-padréo. (Veja o
Problema 6.14.)

Se adicionarmos o termo B;tac-taxafreq a equagdo (6.18), qual sera o efeito parcial de taxafreq sobre respad?

6.3 UM POUCO MAIS SOBRE O GRAU DE AJUSTE E A SELEGAO DE
REGRESSORES

Até agora, ndo dedicamos muita atengio ao tamanho do R? na avaliagio de nossos modelos de regres-
sdo, porque estudantes iniciantes tendem a colocar muito peso no R-quadrado. Como em breve vere-
mos, a selecdo de um conjunto de varidveis explicativas com base no tamanho do R-quadrado pode
levar a modelos absurdos. No Capitulo 10 descobriremos que R-quadrados obtidos de regressoes de
séries temporais podem ser artificialmente altos e podem resultar em conclusoes enganosas.

Nada nas hipéteses do modelo linear classico exige que o R? esteja acima de qualquer valor em
particular; o R* é simplesmente uma estimativa do quanto da varia¢do em y € explicado por xy, xa, ...,
x; na populagdo. Vimos vdrias regressoes que tinham R-quadrados bastante pequenos. Embora isso sig-
nifique que ndo tenhamos avaliado varios fatores que afetam y, isso néo quer dizer que os fatores em
u sejam correlacionados com as varidveis independentes. A hipétese de média condicional zero RLM.3
¢ a que determina se obteremos estimadores ndo-viesados dos efeitos ceferis paribus das varidveis
independentes, e o tamanho do R-quadrado nio tem influéncia direta nisso.

Um R-quadrado pequeno sugere que a varifincia do erro € grande em relagdo a variancia de y, o
que significa que podemos ter muito trabalho para estimar 3; com precisdo. Porém, lembre-se: vimos
na Secdo 3.4 que uma varidncia grande do erro pode ser compensada por uma amostra de tamanho
grande: se tivermos dados suficientes, podemos ter condigdes de estimar com precisdo os efeitos par-
ciais, mesmo que ndo tenhamos controlado muitos dos fatores ndo-observados. Se podemos ou ndo
obter estimativas suficientemente precisas, depende da aplicagdo que estamos pesquisando. Por exem-
plo, suponha que alguns alunos ingressantes de uma grande universidade recebam, aleatoriamente,
subsidios para a compra de computadores. Se o montante do subsidio for determinado de forma real-
mente aleatéria, podemos estimar o efeito ceteris paribus do montante do subsidio sobre a nota de
aproveitamento dos alunos, com o uso de uma anélise de regressdo simples. (Devido a atribui¢do alea-
téria, todos os outros fatores que afetam a nota de aproveitamento seriam nao-correlacionados com o
montante do subsidio.) Parece provavel que o montante de subsidio explique pouco da varia¢@o na nota
de aproveitamento, de modo que o R-quadrado de tal regressdo provavelmente serd muito pequeno.
Mas se tivermos uma amostra de grande tamanho, ainda poderemos ter condigdes de obter uma esti-
mativa razoavelmente precisa do efeito do subsidio.
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Lembre-se, porém, de que a mudanga relativa no R-quadrado, quando varidveis sdo adicionadas a
equagdo, € muito til: a estatistica F em (4.41) para testar a significancia conjunta depende de forma
crucial da diferenca nos R-quadrados entre o modelo sem restri¢des e o modelo restrito.

O R-Quadrado Ajustado

A maioria dos programas econométricos registra, juntamente com o R-quadrado, uma estatistica
chamada R-quadrado ajustado. Como o R-quadrado ajustado € descrito em muitos trabalhos aplica-
dos, e como ele tem algumas caracteristicas dteis, trataremos dele nesta subsegdo.

Para verificar como o R-quadrado usual pode ser ajustado, € titil escrevé-lo como

R?* =1 — (SQR/n)/(SQT/n), (6.20)

onde SQR ¢ a soma dos residuos quadrados e SQT € a soma dos quadrados total; comparada com a
equagao (3.28), tudo o que fizemos foi d1v1d1r tanto SQR como SQT por 7. Essa expressiao revela o que
R? esté realmente estimando. Defina (r como a variancia populacional de ye faca com que 0',, repre-
sente a varidncia populacional do termo erro, u. (Até agora temos usado o~ para representar g,., mas e
vantajoso ser mais especifico neste caso.) O R-quadrado da populacio ¢ definido como 1 — o7/ a_\.,
essa € a propor¢ao da variagao em y na populacdo explicada pelas varidveis independentes. Isso € o que,
supostamente, R? deve estar estimando.

O R’ estima o2 por SQR/n, que sabemos ser viesado. Entdo, por que ndo substituir SQR/n por
SQR/(n — k — 1)? Além disso, podemos usar SQT/(n — 1) em lugar de SQT/n, ja que o primeiro ¢ o
estimador ndo-viesado de q‘.z. Usando esses estimadores, chegamos ao R-quadrado ajustado:

R*=1—[SQR/(n — k —DV[SQT/(n — 1)] (6.21}
=1 - 6%[SQT/(n — 1)}, e
ja que 62 = SQR/(n — k — 1). Devido a notagio usada para representar o R-quadrado ajustado, ele &,
algumas vezes, chamado de R-barra-quadrado.

O R-quadrado ajustado algumas vezes ¢ chamado de R- quad;ado corrigido, mas €sse nao ¢ um
bom nome, pois sugere que R’ € de alguma forma melhor que R* como um estimador do R- quadrado
da populagdo. Infelizmente, R? ndo € reconhecido, de forma geral, como um melhor estimador. E ten-
tador imaginar que R corrige o viés de R” na estimativa do R-quadrado da populacdo. mas cle nio
faz isso: a razdo de dois estimadores ndo-viesados nao ¢ um estimador ndo-viesado.

O ponto mais atraente do R* € que ele impde uma penalidade & inclusfo de varidveis independentcs
adicionais em um modelo. Sabemos que R* nunca pode diminuir quando uma nova variavel indepen-
dente € incluida em uma equagdo de regressdo: isso ocorre porque SQR nunca aumenta (¢ normal-
mente diminui) quando novas varidveis independentes sio adicionadas. Mas a férmula do R* mostra
que ele depende explicitamente de &, o nimero de varidveis independentes. Se uma varidvel indepen-
dente for adicionada a uma regressdo, SQR diminui, mas o mesmo acontece com os g/ na regressio,
n — kK — 1. Portanto, SQR/(n — k — 1) pode aumentar ou diminuir quando uma nova variavel indepen-
dente € adicionada a uma regressao.

Um fato algébrico interessante € o seguinte: s¢ adicionarmos uma nova varidvel independente a uma
equagdo de regressdo, R aumenta se, € somente se, a estatistica # da nova variavel for maior que um
em valor absoluto. (Uma extenséo disto € que R* aumenta quando um grupo de varidveis é adicionado
a uma regressao se, e somente se, a estatistica F da significincia conjunta das novas varidveis for maior
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que a unidade.) Assim, vemos imediatamente que usar o R” para decidir se determinada variavel inde-
pendente (ou conjunto de varidveis) pertence a um modelo nos fornece uma resposta diferente daque-
las fornecidas pelos testes usuais # ou F (ja que uma estatistica ¢ ou F igual a unidade nao ¢ estatistica-
mente significante aos niveis tradicionais de significincia).

Algumas vezes € (itil termos uma férmula do R? em termos de R>. A 4lgebra simples mostra que

R=1-01-R)n-in—k—1). (6.22)

Por exemplo, se R> = 0,30, n = 51, e k = 10, entdo R* = 1 — 0,70(50)/40 = 0,125. Assim, para
n pequeno e k grande, R? pode estar substancialmente abaixo de R2. De fato, se o R-quadrado normal
for pequeno, €71 — k — 1 for pequeno, R pode, na realidade, ser negativo! Por exemplo, podemos con-
siderar R> = 0,10, n = 51, e k = 10 para verificar que R = —0,125. Um R negativo indica uma adap-
tacdo muito pobre do modelo relativamente ao niimero de graus de liberdade.

O R-quadrado @ ajustado algumas vezes € descrito junto com o R-quadrado habitual em regressoes
e algumas vezes o R* € descrito em lugar do R>. E importante lembrar que € o R?, e ndo o R, que apa-
rece na estatistica F em (4.41). A mesma férmula com R; e R,.“,, ndo € valida.

O Uso do R-quadrado Ajustado para a Escolha entre Modelos
Nao-Aninhados

Na Segédo 4.5 aprendemos como calcular uma estatistica F para testar a significncia conjunta de
um grupo de varidveis: isso nos possibilita decidir, em um nivel particular de significincia, se pelo
menos uma varidvel no grupo afeta a varidvel dependente. Esse teste nido nos permite decidir gual das
varidveis tem um efeito. Em alguns casos, queremos escolher um modelo sem varidveis independentes
redundantes, e o R-quadrado ajustado pode nos ajudar nessa tarefa.

No exemplo dos saldrios dos jogadores da principal liga de beisebol na Segio 4.5, vimos que nem
hrunano nem rebrunano eram individualmente significantes. Essas duas varidveis sdo altamente cor-
relacionadas, de modo que podemos querer optar entre os modelos

log(saldrio) = B, + B,anos + B,jogosano + B3t'eb)tzed + Byhrunano + u

log(saldrio) = B, + Banos + Byjogosano + Birebmed + Byrebrunano + u.

Esses dois exemplos sdo modelos nao-aninhados, pois nenhuma equagio € um caso especial da
outra. A estatistica F, que estudamos no Capitulo 4, nos permite testar somente modelos aninhados:
um modelo (o0 modelo restrito) é um caso especial do outro modelo (o0 modelo sem restri¢cdes). Veja
as equagdes (4.32) e (4.28) para exemplos dos modelos restritos e sem restricdes. Uma possibilidade
¢ criar um modelo combinado que contenha fodas as varidveis explicativas dos modelos originais e depois
testar cada modelo contra o modelo geral usando o teste F. O problema deste processo € que ambos 0s
modelos poderio ser rejeitados, ou nenhum modelo poderi ser rejeitado (como acontece com o exemplo
dos saldrios dos jogadores da principal liga de beisebol na Segdo 4.5). Assim, esse processo nem sem-
pre fornece uma maneira de fazermos a distingdo entre modelos com regressores nao-aninhados.
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_Na regressio dos saldrios dos jogadores de beisebol, o R? da regressdo contendo hrunano € 0,6211
e 0 R? da regressio contendo rebrunano € 0,6226. Portanto, com base no R-quadrado ajustado, existe
uma preferéncia muito pequena para o modelo com rebrunano. Mas a diferenca, na pratica, € muito
pequena, e podemos obter uma resposta diferente controlando algumas das varidveis no Problema 4.16.
(Como ambos os modelos nio-aninhados contém cinco pardmetros, o R-quadrado habitual pode ser
usado para fornecer a mesma conclusao.)
A comparacio dos R? para optarmos entre os diferentes conjuntos ndo-aninhados de varidveis
independentes pode ser de grande valia quando essas varidveis representam formas funcionais diferen-
tes. Considere dois modelos relacionando a intensidade de P&D as vendas de uma empresa:

pdintens = B3, + B,log(vendas) + u. (6.23)

pdintens = B, + B,vendas + B,vendas* + u. (6.24)

O primeiro modelo captura um rendimento decrescente pela inclusdo de vendas na forma logarit-
mica; o segundo modelo faz isso com o uso de um termo quadratico. Assim, o segundo modelo con-
tém um pardmetro a mais que o primeiro.

Quando as equagdes sdo estimadas usando as 32 observagdes das empresas de produtos quimicos
do arquivo RDCHEM.RAW, o R” € 0,061, e o R* da equagio (6.24) € 0,148. Portanto, parece que a
funcdo quadrética faz um ajuste muito melhor. Mas uma comparagdo dos R-quadrados habituais com
o primeiro modelo € injusta, porque ele contém um pardmetro a menos que a equagio (6.24). Isto &,
(6.23) € um modelo mais parcimonioso que (6.24).

Tudo o mais igual, modelos mais simples sdo melhores. Como o R-quadrado habitual nao penali-
za modelos mais complicados, € melhor usar o RO R de (6.23) € 0,030, enquanto o R de (6.24) €
0,090. Portanto, mesmo depois dos ajustes das diferengas nos graus de liberdade, o modelo quadriti-
co € o melhor. O modelo quadritico também € o preferido quando margens de lucro sio incluidas em
cada regressao.

Existe uma limitagdo importante no uso do R para escolher entre modelos ndo-aninhados: nio
podemos usd-lo para a escolha entre diferentes formas funcionais da varidvel dependente. Isso € uma
pena, pois muitas vezes queremos saber se y ou log(y) (ou talvez alguma outra transformagao) deve ser
usada como a varidvel dependente com base no grau de ajuste. Mas nem o R’ nem o R? podem ser usa-
dos para esse fim. A razdo € simples: esses R-quadrados medem a proporgao explicada do total da va-
riagdo de qualquer varidvel dependente que estejamos usando na regressdo, e diferentes fungdes da
varidvel dependente teriio diferentes montantes de varia¢do a ser explicadas. Por exemplo, as variagdes
totais em y e log(y) ndo sdo as mesmas. A comparacgio dos R-quadrados ajustados dessas regressdes
com essas diferentes formas das varidveis dependentes n3o nos dd nenhuma informagdo sobre qual
modelo se adapta melhor; eles estimam duas varidveis dependentes separadas.

Explique por que escolher um modelo maximizando R? ou minimizando & (o erro-padrao da regressao) é a
mesma coisa.
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"EXEMPLO [
(Remuneraqao de D1retores Executivos e Desempenho de Empresas)

Considere dois modelos estimados relacionando a remuneragdo de diretores executivos ao desempenho de
empresas:

saldrio = 830,63 + 0,0163 vendas + 19,63 rma
(223,90) (0,0089) (11,08) (6.25)

n =209, R* = 0,029, R* = 0,20

Isaldrio = 4,36 + 0,275 lvendas + 0,0179 rma ,
(0,29) (0,033) (0,0040) (6.26)

n = 209, R? = 0,282, R* = 0,275,

onde rma é o retorno das agdes, discutido no Capitulo 2. Para simplificar, /saldrio e lvendas representam os
logs naturais de saldrio e vendas. Ja sabemos como interpretar essas diferentes equacGes estimadas. Mas
podemos dizer se um modelo ajusta os dados melhor que o outro?

0 R-quadrado da equagdo (6.25) mostra que vendas e rma explicam somente cerca de 2,9% da variacdo
do saldrio dos diretores executivos na amostra. Tanto vendas como rma tém significancia estatistica marginal.

A equagdo (6.26) mostra que log(vendas) e rma explicam cerca de 28,2% da variagao do log(salario).
Em termos de grau de ajuste, esse R-quadrado bem mais alto parece sugerir que o modelo (6.26) é
bem melhor, mas esse ndo é necessariamente o caso. A soma dos quadrados total de saldrio na amostra é
391.732.982, enquanto a soma dos quadrados total de log(saldrio) é somente 66,72. Assim, ha muito
menos variacao em log(salrio) que precisa ser explicada. N

Neste ponto, podemos usar outros recursos além do R? e do R? para optar entre esses modelos. Por
exemplo, log(vendas) e rma séo muito mais significantes, estatisticamente, em (6.26) do que sdo vendas e
rma em (6.25), e os coeficientes em (6.26) provavelmente sdo de maior interesse. Para termos certeza,
porém, precisaremos fazer uma comparacdo valida dos graus de ajuste.

Na Segio 6.4 forneceremos um indicador que efetivamente nos permita comparar modelos nos
quais y aparece tanto na forma em nivel como na forma logaritmica.

O Controle de muitos Fatores na Analise de Regressao

Em muitos dos exemplos que tratamos, e certamente em nossa discussdo sobre o viés de varidveis
omitidas no Capitulo 3, temos nos preocupado com a omissdo de fatores importantes em modelos que
possam estar correlacionados com as varidveis independentes. Também € possivel controlarmos gran-
de quantidade de varidveis em uma analise de regressao.

Se enfatizarmos exageradamente o grau de ajuste, estaremos nos propondo a controlar fatores em
um modelo de regressdo que ndo deveriam ser controlados. Para evitar este equivoco, precisamos nos
lembrar da interpretagio ceteris paribus de modelos de regressdo multipla.
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Para ilustrar esse problema, suponha que estejamos fazendo um estudo para avaliar o impacto dos
impostos estaduais sobre a cerveja em acidentes fatais de transito. A idéia € que um imposto mais ele-
vado sobre a cerveja reduzird o consumo de bebidas alcodlicas e, da mesma forma, o habito de dirigir
sob embriaguez, resultando em menos acidentes fatais de transito. Para medirmos o efeito ceteris pari-
bus dos impostos sobre esses acidentes, podemos modelar fatalidades como uma funcdo de diversos
fatores, inclusive o imposto sobre a cerveja:

fatalidades = By + B,imposto + Bomilhas + Bipercmasc + Bypercl6_21 + ...,

onde milhas é o total de milhas dirigidas, percmasc é a percentagem masculina da populagio do
Estado, e percl16_21 é a percentagem da popula¢do entre 16 € 21 anos de idade, € assim por diante.
Observe que ndo incluimos uma varidvel medindo o consumo per capita de cerveja. Estaremos come-
tendo um erro de varidveis omitidas? A resposta € ndo. Se controlarmos o consumo de cerveja nessa
equacio, de que forma o imposto sobre cerveja afetard as fatalidades no transito? Na equagdo

fatalidades = By + B imposto + Byconscerv + ...,

B; mede a diferenga nas fatalidades devido ao aumento de um ponto percentual no imposto, mantendo
conscerv fixo. E dificil de entender por que isso seria de interesse. Ndo deveriamos controlar as diferen-
cas de conscerv entre os Estados, a menos que quiséssemos verificar algum tipo de efeito indireto do
imposto sobre a cerveja. Outros fatores, como a distribuigao por sexo e idade, deveriam ser controlados.

A questdo de decidir se devemos ou nao controlar certos fatores nem sempre € bem definida. Por
exemplo, Betts (1995) estuda o efeito da qualidade do ensino médio sobre a renda subseqiiente. Efe
salienta que, se qualidade melhor de ensino resulta em mais educagdo, entdo controlar a educacio na
regressao juntamente com avaliagao da qualidade subestimara o retorno da qualidade. Betts faz a and-
lise com e sem anos de escolaridade na equagdo para obter uma gama de efeitos estimados da qualidade
de ensino.

Para verificar claramente como a énfase em R-quadrados altos pode criar problemas, considere o
exemplo do preco dos iméveis da Se¢do 4.5 que ilustra a verificagdo de multiplas hipdteses. Naquele
caso, queriamos verificar a racionalidade da avaliagdo dos pregos dos iméveis. Fizemos a regressio de
log(preco) sobre log(aval), log(tamterr), log(arquad), e qtdorm e verificamos se as trés Gltimas varidveis
tinham coeficientes populacionais zero enquanto log(aval) tinha um coeficiente unitirio. Entretanto, se
quisermos estimar um modelo de preco heddnico, como no Exemplo 4.8, onde os valores marginais de
vdrias caracteristicas dos imoveis sao obtidos? Devemos incluir log(aval) na equaciao? O R-quadrado
ajustado da regressdao com log(aval) é 0,762, enquanto o R-quadrado ajustado sem ele ¢ 0,630. Com
base somente no grau de ajuste, devemos incluir log(aval). Contudo, isso ser4 incorreto se nossia meta
for determinar os efeitos do tamanho da propriedade, area construida e niimero de quartos nos valores
dos imdveis. A inclusdo de log(aval) na equag@o equivale a manter um indicador de valor fixo e indagar
quanto a adi¢do de um quarto alterard outro indicador de valor. Essa medida ndo faz sentido na avalia-
¢ao das caracteristicas dos imoéveis.

Se lembrarmos que modelos diferentes servem a propdsitos diferentes, e nos concentrarmos na inter-
pretacdo ceteris paribus da regressao, ndo incluiremos os fatores errados em um modelo de regressao.

A Adicdo de Regressores para Reduzir a Variancia do Erro

Acabamos de ver alguns exemplos nos quais certas variaveis independentes ndo devem ser inclui-
das em um modelo de regressdo, mesmo que €las sejam correlacionadas com a varidvel dependente.
Do Capitulo 3, sabemos que a adi¢do de uma nova varidvel independente em uma regressdo pode exa-
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cerbar o problema da multicolinearidade. De outro lado, como estamos retirando algo do termo erro, a
adi¢do de uma varidvel geralmente reduz a variancia do erro. De forma geral, ndo podemos saber que
efeito sera dominante. :

Porém, h4 um caso que € 6bvio: devemos sempre incluir varidveis independentes que afetem y e
que sejam ndo-correlacionadas com todas as varidveis independentes de interesse. A razdo para esta
inclusdo € simples: a adi¢do dessa varidvel ndo induz multicolinearidade na populagéo (e, portanto, a
multicolinearidade na amostra deve ser desprezivel), mas reduzira a variancia do erro. Em amostras de
tamanho grande, os erros-padrao de todos os estimadores MQO seréo reduzidos.

Como exemplo, considere estimar a demanda individual por cerveja como uma fungdo do prego
médio da cerveja no municipio. Pode ser razodvel assumir que as caracteristicas individuais sejam n#o-
correlacionadas com os precos em nivel de municipios, e assim uma regressao simples do consumo de
cerveja sobre o pre¢o nos municipios seria suficiente para estimar o efeito do preco sobre a demanda
individual. Entretanto, € possivel obter uma estimativa mais precisa da elasticidade-prego da demanda por
cerveja com a inclusdo de caracteristicas individuais, como a idade e o grau de escolaridade. Se esses
fatores afetarem a demanda e forem nio-correlacionados com o preco, o erro-padrio do coeficiente do
prego serd menor, pelo menos em amostras grandes.

Como segundo exemplo, considere o subsidio para equipamentos de computagdo dado no inicio
da Segdo 6.3. Se, além da varidvel do subsidio, controlarmos outros fatores que possam explicar a nota
média em curso superior, poderemos provavelmente conseguir uma estimativa mais precisa do efeito
do subsidio. Variaveis indicadoras da nota média no ensino médio, a classificagdo da instituigzo, as
pontuagdes sat € tac € os antecedentes familiares sdo bons candidatos. Como os montantes do subsidio
sdao determinados aleatoriamente, todas as varidveis de controle adicionais serdo ndo-correlacionadas
com o montante de subsidio; nessa amostra, a multicolinearidade entre o montante do subsidio e as
outras variaveis independentes deve ser minima. Porém, a adi¢ao de controles extras pode reduzir sig-
nificantemente a varidncia do erro, conduzindo a uma estimativa mais precisa do efeito do subsidio.
Lembre-se, neste caso, de que o problema ndo € a inexisténcia de viés: obteremos um estimador nio-
viesado e consistente, quer incluamos ou nio as variaveis de desempenho no ensino médio e de antece-
dentes familiares. O problema estad na obten¢ao de um estimador com uma menor variancia amostral.

Infelizmente, casos em que temos informagOes sobre as varidveis explicativas adicionais que
sejam nao-correlacionadas com as varidveis explicativas de interesse sdo raros no campo das ciéncias
sociais. Porém, vale a pena lembrar que, quando essas varidveis estdo disponiveis, elas poderio ser
incluidas em um modelo para reduzir a variancia do erro sem induzir multicolinearidade.

6.4 PREVISAO E ANALISE DE RESIDUOS

No Capitulo 3 definimos os valores previstos ou estimados do MQO e os residuos do MQO. As
previsdes certamente sdo tteis, mas estdo sujeitas a variagao amostral, ja que elas sdo obtidas com o
uso dos estimadores MQO. Assim, nesta se¢fio, mostramos como obter intervalos de confianga de pre-
visdes da linha de regressao MQO.

Sabemos, dos capitulos 3 ¢ 4, que os residuos sdo usados para obter a soma dos residuos quadra-
dos e o R-quadrado, de modo que eles sdo importantes para o grau de ajuste e os testes de hipdteses.

Algumas vezes, os economistas estudam os residuos de uma observacdo especifica para obter
informagdes sobre os individuos (ou empresas, iméveis etc.) na amostra.

Intervalos de Confianca de Previsoes

Suponha que tenhamos estimado a equacdo
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$ =B, +Bx, +Bx,+ ... +B,x,. (6.27)

Quando inserimos valores especificos das varidveis independentes nessa equagao, obtemos uma pre-
visdo de y, que é uma estimativa do valor esperado de y, dados os valores especificos das variaveis
explicativas. Para enfatizar, sejam c,, ¢,, ..., ¢; valores particulares de cada uma das k varidveis inde-
pendentes; elas poderdo ou ndo corresponder a um ponto efetivo dos dados em nossa amostra. O para-
metro que gostariamos de estimar € '

00 = Bo + Blcl + BZC2 + ...+ Bkck
) =EW@Ix, =€, X, = Cpy o0 X, = C)). (6.28)

O estimador de 0, é
0, =8B, +B,c, +B,c, + ... +B,c, (6.29)

Na pratica, isso € facil de ser computado. Entretanto, se o que quisermos for um indicador da
incerteza nesse valor previsto? E natural construir um intervalo de confianca de 6, que seja centrado
cm 90. .

Para obter um intervalo de confianga de 6, precisamos de um erro-padrao de 6,. Entdo, com
um grande g/, poderemos construir um intervalo de confian¢a de 95% utilizando a regra pritica
0, = 2-ep(6,). (Como sempre, podemgs usar os percentis exatos em uma distribuigdo ¢.)

Como obtemos o erro-padrao de 6,? Este € o mesmo problema que encontramos na Segio 4.4:
precisamos obter um erro-padrio de uma combinagéo linear dos estimadores MQO. Aqui, o problema
€ ainda mais complicado, pois todos os estimadores MQO geralmente aparecem em fA)(, (a menos que
algum c; seja zero). No entanto, 0 mesmo truque que usamos na Seg¢io 4.4 funcionard aqui. Escreva
By = 0, — B,c; — ... — Bic, € agregue isso a equagdo

_y=,30+ﬁ|x, +...+kak+u
para obter

y= 0() + B](x| - c;) + ﬁz(xz - C2) +..+ Bk(xk - ck) +ou (6.30)

Em outras palavras, subtraimos o valor c; de cada observagdo de x;, € depois computamos a regres-
sdo de

yi sobre (x;; = €})y e (X, — €y i = 1,2, .., 1. (6.31)

O valor previsto em (6.29) e, mais importante, seu erro-padrao, sdo obtidos do intercepto (ou
constante) na regressao (6.31).

Como exemplo, obtemos um intervalo de confianca de uma previsio a partir de uma regressio de
nota média em curso superior, das quais usamos informagdes do ensino médio.

h".‘
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-EXEMPLO 6.5

(Intervalo de Confianca de nmgrad Previsto)

Utilizando os dados contidos no arquivo GPA2.RAW, obtemos a seguinte equacdo para prever nmgrad:

nmgrad = 1,493 + 0,00149 sat — 0,01386 emperc
(0,075) (0,00007) (0,00056)

— 0,06088 tamclas + 0,00546 tamclas® (6.32)
(0,1650) (0,00227)

n = 4.137, R*> = 0,278, R* = 0,277, & = 0,560,

onde apresentamos as estimativas com varias casas decimais para reduzir o erro de arredondamento. Qual
a previsao de nmgrad quando sat = 1.200, emperc = 30 e tamclas = 5 (o que significaria 500)? Isso é
facil de ser obtido, incorporando esses valores na equagao (6.32): nmgrad= 2,70 (arredondado para duas
casas decimais). Infelizmente, ndo podemos usar diretamente a equagao (6.32) para obter um intervalo
de confianca da nmgrad esperada com os valores dados das varidveis independentes. Uma maneira simples de
obter um intervalo de confianca é definir um novo conjunto de variaveis independentes: sat0 = sat — 1.200,
empercO = emperc — 30, tamclasO = tamclas — 5 e tamclasquad0 = tamclas® — 25. Quando fazemos
a regressdo de nmgrad sobre essas novas variaveis independentes, obtemos

nmgrad = 2,700 + 0,00149 sar0 — 0,01386 empercO
(0,020) (0,00007) (0,00056)
— 0,06088 tammclas0 + 0,00546 tamclasquad0
(0,1650) (0,00227)

n = 4.137, R* = 0,278, R* = 0,277, & = 0,560.

A (nica diferenca entre esta regressdo e aquela em (6.32) é o intercepto, que € a previsao que quere-
mos, juntamente com seu erro-padrdo, 0,020. Ndo € por acidente que os coeficientes de inclinagao, seus
erros-padrdo, R-quadrado etc. sdo os mesmos de antes; esse fato fornece uma maneira de verificarmos se
foram feitas as transformages adequadas. Podemos construir com facilidade um intervalo de confian¢a de
95% da nota média esperada: 2,70 + 1,96(0,020) ou em torno de 2,66 a 2,74. Este intervalo de conflan-
ca é suficientemente estreito devido ao tamanho bastante grande da amostra.

Como a varifncia do estimador do intercepto é a menor quando cada varidvel explicativa tem
média amostral zero (veja a Questdo 2.5 para o caso da regressdo simples), segue da regressdo em
(6.31) que a varidncia da previsdo nos valores médios de x; (isto €, ¢; = Xx; para todo j) € a menor. Este
resultado nio € tio surpreendente, j4 que o ponto de maior conﬁablhdade em nossa linha de regressao
estd proximo ao centro dos dados. Na medida em que os valores de cjse afastam de X;, Var( y) se torna
cada vez maior.

O método anterior nos possibilita colocar um intervalo de confianca em torno da estimativa MQO
de E(y|x,, ..., X;) para quaisquer valores das varidveis explicativas. Em outras palavras, obtemos um
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intervalo de confianga do valor médio de y da subpopulag¢io com determinado conjunto de covariadas.
Entretanto, um intervalo de confianga da média pessoal na subpopulag¢io nfo é a mesma coisa que um
intervalo de confianca de uma unidade particular (individuo, familia, empresa etc.) da populacdo. Na
formacdo de um intervalo de confianca de um resultado desconhecido de y, devemos avaliar outra fonte
muito importante de variag@o: a variancia no erro nao observado, que registra nosso desconhecimento
dos fatores nao observados que afetam y.

Seja y° o valor para o qual gostariamos de construir um intervalo de confianga, que algumas vezes
chamamos de intervalo de previsdo. Por exemplo, y° poderia representar uma pessoa ou uma empre-
sa que ndo esteja em nossa amostra original. Fagamos x9 ... , x serem os novos valores das varidveis
independentes, que assumimos observar, € u® ser o erro nio observado. Portanto, temos

Y =By + Bixy + By + o+ Bx) + u (6.33)

Como antes, nossa melhor previsio de y° é o valor esperado de y°, dadas as varidveis explicativas
que estimamos da linha de regressio MQO: y, = B, + B,x) + B,x) + ... + B,x°. O erro de previ-
sdo com o uso de y° para prever y° ¢

=y =P =(B+ B+ ... + BN +u’ -3 (6.34)

Agora, E(3) = E(B)) + E(B)x + E(B,)x) + ... + EB)x} = By + B! + ... + Bx?, porque
0s 3, sao nao-viesados. (Como antes, essas expectativas sdo todas condicionais aos valores amostrais
das varidveis independentes.) Como u” tem média zero, E(¢") = 0. Mostramos que o erro de previsio
esperado € zero.

Ao encontrar a variancia de €°, observe que u’ € nao-correlacionado com cada ﬁj porque u” € niio-
correlacionado com os erros na amostra usada para a obtencio de ﬁj Pelas propriedades basicas da
covaridncia (veja Apéndice B, no site da Thomson), e y° sdo ndo-correlacionados. Portanto, a va-
riancia do erro de previsao (condicional a todos os valores das varidveis independentes incluidas na
amostra) € a soma das variancias:

Var(é®) = Var(3") + Var@®) = Var(3°) + &%, (6.35)

onde o” = Var(u") € a variancia do erro. Existem duas fontes de variAncia em é°. A primeira € o erro de
amostragem em )°, que surge por termos estimado 3;. Como cada ﬁj tem uma variancia proporcional a
1/n, na qual n é o tamanho da amostra, Var(y") € proporcional a 1/n. Isso significa que, para amostras
grandes, Var(3") pode ser muito pequena. Em contraposicio, ¢ é a varidncia do erro na populacdo; ela
nao muda com o tamanho da amostra. Em muitos exemplos, o* ser o termo dominante em (6.35).
Sob as hipéteses do modelo linear cl4ssico, ,[§j e u” sdo normalmente distribuidos, e assim &° tain-
bém € normalmente distribuido (condicional a todos os valores amostrais das varidveis explicativas).
Anteriormente, descrevemos como obter um estimador ndo-viesado de Var(y"), e obtivemos nosso esti-
mador ndo-viesado de ¢” no Capitulo 3. Com o uso desses estimadores, podemos definir o erro-padrao

de é° como

i
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ep(é°) = {[ep(GO) + 6°)'”, (6.36)

Utilizando o mesmo raciocinio para as estatisticas ¢ de Bj é° lep(é") tem uma distribui¢éo t com
n — (k + 1) graus de liberdade. Portanto,

Pl—ty 005 = é° /ep(éo) =< ty025] = 0,95,

onde £, 0,5 € 0 97,5° percentil na distribui¢do f,_,_,. Para n — k — 1 grande, lembre-se de que f, 05 =
1,96. Inserindo é° = y° — 3 e fazendo a reordenagio, obtemos um intervalo de previsdo de 95% para y":

Y X ty00s * €P(E°) ; (6.37)

Ccomo sempre, exceto para g/ pequeno, uma boa regra pratica € y° = 2ep(é”). Isso € mais amplo que o
. e . ~ . a2 . . .

préprio intervalo de confianga de 3°, devido a 6 em (6.36); normalmente ela € muito mais ampla para

refletir os fatores em u” que ndo tenhamos controlado.

EXEMPLO 6.6
(Intervalo de Confianca de Notas Médias Futuras)

Suponha que desejamos um IC de 95% de nmgrad futuro de um aluno do ensino médio com sat = 1.200,
emperc = 30 e tamclas = 5. No Exemplo 6.5 obtivemos um intervalo de confianca de 95% da média da
nota média entre todos os alunos com as caracteristicas particulares sat = 1.200, emperc = 30 e tamclas
= 5. Agora, queremos um intervalo de confianca de 95% de qualquer aluno que especificamente tenha
essas caracteristicas. O intervalo de previsao de 95% deve registrar a variacao na caracteristica individual,
ndo-observada, que afeta o desempenho universitario. Temos tudo que é preciso para obter um IC de
nmgrad. Sabemos que ep(}°) = 0,020 e & = 0,560 e, portanto, de (6,36), ep(é% = [(0,020)° +
(0,560)%]"2 =~ 0,560. Observe o quanto ep(}°) é pequeno em relagio a & virtualmente, toda a variagio em
&® vem da variagio em u°. O IC de 95% & 2,70 = 1,96(0,560) ou estd entre 1,60 e 3,80. Este & um inter-
valo de confianga enorme, e mostra que, com base nos fatores que incluimos na regressdo, ndo podemos
definir com clareza a futura nota de graduacao de determinado individuo. (Em certo sentido, isso é bom, por
significar que a classificacdo no curso médio e o desempenho no teste de aptiddo académica nao predeter-
minam o desempenho de alguém na faculdade.) Evidentemente, as caracteristicas ndo observadas variam
amplamente de um individuo para o outro com as mesmas notas no teste de aptiddo académica e na clas-
sificag@o no curso médio observadas.

Analise de Residuos

Algumas vezes, € itil examinar as observagdes individuais para verificar se o valor efetivo da
varidvel dependente est4 acima ou abaixo do valor previsto; isto €, examinar os residuos das observa-
¢Oes individuais. Este processo € chamado analise de residuos. Os economistas s3o conhecidos por
examinarem os residuos de uma regressio para auxilié-los, por exemplo, na compra de um imével.
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O exemplo seguinte sobre precos de iméveis ilustra a analise de residuos. Os pregos dos iméveis
estdo relacionados a vdrias caracteristicas observadas do imével. Podemos relacionar todas as carac-
teristicas que julgarmos importantes, como tamanho, nimero de quartos, nimero de banheiros, e
assim por diante. Podemos usar uma amostra de iméveis para estimar o relacionamento entre o prego
e as caracteristicas, e terminamos obtendo um valor previsto e um valor real de cada imével. Entao,
podemos construir os residuos, #; = y; — y. O imével com o maior residuo negativo €, pelo menos
com base nos fatores que estamos controlando, o mais barato em relagdo as suas caracteristicas
observadas. E claro que um prego de venda substancialmente inferior ao seu prego previsto poderia
indicar alguma caracteristica indesejavel do imével que deixamos de avaliar, e que portanto est4 con-
tido no erro ndo-observado. Além da obtencao da previsdo e do residuo, também faz sentido computar
o intervalo de confianca de qual seria o prego de venda do imével no futuro, utilizando o método
descrito na equagio (6.37).

Utilizando os dados contidos no arquivo HPRICE1.RAW, computamos a regressao de preco sobre
tamterr, arquad ¢ qtdorm. Na amostra de 88 iméveis, o residuo mais negativo € —120,206, do 81 imé-
vel. Portanto, o pre¢o pedido por esse imével estd US$120.206,00 abaixo de seu prego previsto.

Existem muitos outros usos da andlise de residuos. Uma maneira de classificar as faculdades de
direito é fazer a regressio da mediana dos saldrios iniciais sobre uma variedade de caracteristicas dos
alunos (como a mediana das notas de ingresso nos cursos para novos alunos, a mediana das notas
médias de graduagio para novos alunos etc.) e obter um valor previsto € um residuo de cada faculdadc
de direito. A faculdade de direito com o maior residuo terd o maior valor agregado previsto. (Natu-
ralmente, ainda existird muita incerteza sobre como o saldrio inicial de um individuo se compararia
com a mediana geral de uma faculdade de direito.) Esses residuos poderio ser usados juntamente com
mensalidades cobradas pelas faculdades de direito para determinarmos o valor mais vantajoso; isso exi-
gird um desconto apropriado dos ganhos futuros.

A anilise de residuos também tem participagdo em decisoes judiciais. Um amgo pubiicado no jor-
nal The New York Times intitulado “Juiz Diz que Pobreza de Alunos, e Nao a Segregacio, Prejudica
Aproveitamento Escolar” (28.06.95) descreve um importante processo legal. A questdo era se o fraco
desempenho nos exames padronizados do Distrito Escolar de Hartford, em relag@o ao desempenho nos
distritos vizinhos, era devido a baixa qualidade de ensino nas escolas altamente segregadas. O juiz con-
cluiu que “a disparidade nas notas de aproveitamento escolar ndo indica que Hartford esteja fazendo
um trabalho inadequado ou insuficiente na educacdo de seus alunos ou que suas escolas sejam defi-
cientes, pois as notas de aproveitamento previstas com base em relevantes fatores socioeconémicos
estdo proximas dos niveis esperados”. Esta conclusio foi, quase com certeza, baseada em uma anélise
de regressdo das notas de aproveitamento médias ou de suas medianas sobre as caracteristicas socioe-
condmicas de virios distritos escolares de Connecticut. A conclusdo do juiz sugere que, considerando
o nivel de pobreza dos alunos das escolas de Hartford, as notas de aproveitamento efetivas dos alunos
eram semelhantes s previstas em uma analise de regressao: o residuo de Hartford ndo era suficiente-
mente negativo para se concluir que as escolas em si mesmas eram responsaveis pelas baixas notas de
aproveitamento escolar.

Como vocé poderia usar a analise de residuos para determinar quais atores cinematograficos sao remunera-
dos em niveis acima da bilheteria dos filmes em que atuam?

B
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Previsdo de y quando a Variavel Dependente é log(y)

Como a transformacdo do log natural € usada com tanta freqii€ncia na varidvel dependente em
economia empirica, dedicamos esta subse¢do ao problema de prognosticar y quando a variavel depen-
dente € log(y). Como um subproduto, obteremos um indicador de grau de ajuste do modelo log que
possa ser comparado com o R-quadrado do modelo em nivel.

Para obter uma previsao € ttil definirmos logy = log(y); isso real¢a o fato de que é o log de y que
serd previsto no modelo

logy = Bo + Bix; + Box, + ... + Bux, + u (6.38)

Nesta equagao os x; poderdo ser transformagdes de outras varidveis; por exemplo, poderiamos ter
x, = log(vendas), x» = log(valmerc), x; = permceo no exemplo do salario dos diretores executivos.

Dados os estimadores MQO, sabemos como prever logy para qualquer valor das variaveis inde-
pendentes:

logy = ,[:20 +:é1x| + ézxz +..+ ﬁkxk. (6.39)

Agora, como o exponencial desfaz o log, nossa primeira suposi¢do para prever y € simples-
mente exponenciar o valor previsto de log(y): y = exp(légy). Isso ndo funciona; alids, isso sistemati-
camente subestimard o valor esperado de y. De fato, se 0 modelo (6.38) obedecer as hipéteses do
modelo linear cldssico RLM.1 até RLM.6, pode ser demonstrado que

E(y|x) = exp(o'2/2) cexp(By + Bix; + Baxs + o+ Brxy)

onde x representa as variaveis independentes e o” € a variancia de u. [Se u ~ Normal(0,6?), o valor
esperado de exp(u) sera exp(02/2)]. Esta equag¢do mostra que um ajuste simples ¢ necessario para pre-
Vermos y:

vy = exp(&°2)exp(logy), (6.40)

onde & € simplesmente o estimador ndo-viesado de o°. Como &, o erro-padrio da regressio, € sem-
pre conhecido, a obtencdo de valores previstos de y sera facil. Como 67 > 0, exp(¢~/2) > 1. Para um
67 grande, esse fator de ajuste podera ser substancialmente maior que a unidade.

A previsio em (6.40) ndo € ndo-viesada, mas consistente. Nao existem previsdes nao-viesadas
de y, e em muitos casos (6.40) funciona bem. Porém, ela depende da normalidade do termo erro, u.
No Capitulo 5, mostramos que 0 MQO possui propriedades desejdveis, mesmo quando # n3o for nor-
malmente distribuido. Portanto, € vantajoso ter uma previsao que ndo dependa da normalidade. Se
simplesmente assumirmos que u € independente das varidveis explicativas, teremos

E(y|x) = agexp(Bo + Bix; + Bax2 + ... + Bixy), (6.41)

onde « € o valor esperado de exp(u), que deve ser maior que a unidade.
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Dada uma estimativa de @, podemos prever y como
y = &, exp(logy), (6.42)

que mais uma vez simplesmente requer que fagamos a exponenciagio do valor previsto do modelo log
e que multipliquemos o resultado por &,.
O resultado € que um estimador consistente de &, € facilmente obtido.

PREVISAO DE y QUANDO A VARIAVEL DEPENDENTE E LOG(y):

(i) Obtenha os valores estimados l6gy; da regressdo de logy sobre xi,..., X;.
(ii) Para cada observagdo i, crie i, = exp(logy;)-
(iii) Agora, faga a regressdo de y sobre a varidvel tinica m sem um intercepto; isto €, faga uma
regressdo simples passando pela origem. O coeficiente de 7, o tinico coeficiente que existe,
¢ a estimativa de «y,.

Quando a,, for obtido, ele poderd ser usado juntamente com previsdes de logy para prever y. Os
passos sdo 0s seguintes:

(i) Para valores dados de x,, x», ..., x;, obtenha l6gy de (6.39).
(ii) Obtenha a previsio de y de (6.42).

EXEMPLO 6.7

(Previsao de Salarios de Diretores Executivos)
0 modelo de interesse é
log(saldrio) = B, + B,log(vendas) + B.log(valmerc) + Bipermceo + u,

de forma que B, e B, sdo elasticidades e 100 - B3 € uma semi-elasticidade. A equagdo estimada utilizando
os dados contidos no arquivo CEOSAL2.RAW é

Isaldrio = 4,504 + 0,163 lvendas + 0,109 lvalmerc + 0,0117 permceo
(0,257) (0,039) (0,050) (0,0053) (6.43)
n =171, R* = 0,318,

onde, para maior clareza, /saldrio representa o log de saldrio e, de forma semelhante, ivendas e valmerc
representam o log de vendas e valmerc. A sequir, obtemos m; = exp(/sdldrio,) de cada observagdo na amos-
tra. A regressdo de sal4rio sobre m (sem uma constante) produz ety =~ 1,117. '

Podemos usar esse valor de e, juntamente com (6.43) para prever saldrio de qualquer valor de vendas, val-
merc e permceo. Encontremos a previsao de vendas = 5.000 (que significa 5 bilhGes de délares, j& que
vendas esta em milhdes de ddlares), vaimerc = 10.000 (10 bilhdes de délares), e permceo = 10. Da equa-
¢do (6.43), a previsao de lsaldrio é 4,504 + 0,163 -log(5.000) + 0,109 -log(10.000) + 0,0117(10) = 7,013.
O salario previsto é, portanto, 1,117 -exp(7,013) = 1.240,967, ou 1.240.967 délares. Se esquecermos de
multiplicar por &g = 1,117, obteremos uma previsdo de 1.110.983 délares.
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Podemos usar o método anterior de obter previsdes para determinar o quanto o modelo com log(y)
como varidvel dependente explica bem a varidvel y. J4 temos indicadores para modelos quando y € a
varidvel dependente: o R-quadrado e o R-quadrado ajustado. O objetivo € encontrar um bom indicador
de grau de ajuste no modelo log(y) que possa ser comparado com um R-quadrado de um modelo no
qual y € a varidvel dependente.

Existern varias maneiras de encontrarmos esse indicador, mas apresentamos um método que €
facil de ser implementado. Apds computar a regressao de y sobre /1 passando pela origem no passo
(iii), obtemos os valores estimados dessa regressao, y; = &,m,. Em seguida, encontramos a correlagio
amostral entre y, e o verdadeiro y; na amostra. O quadrado dessa correlagao amostral pode ser compa-
rado com o R-quadrado que obtemos com o uso de y como a varidvel dependente em um modelo de
regressao linear. Lembre-se de que o R-quadrado na equacio estimada

5\) = BO + lel + .ee + kal\

¢ exatamente a correlagdo quadrada entre y; e y, (veja a Sec¢do 3.2).

(Previsao de Salarios de Diretores Executivos)

Apds o passo (iii) no procedimento precedente, obtemos os valores estimados saldrio = &,/;. A correlagao
; simples entre salario; e salario na amostra é 0,493; o quadrado desse valor esta por volta de 0,243. Esse é
0 nosso indicador de quanto da variacdo de salario é explicada pelo modelo log; ndo se trata do R-quadra-
do de (6.43), que é 0,318.
Suponha que estimemos um modelo com todas as variaveis em nivel:

TR

saldrio = B, + B,vendas + Bivalmerc + Bipermceo + u.

0 R-quadrado obtido estimando esse modelo, usando as mesmas 177 observacdes, é 0,201. Assim, 0 modelo
log explica mais da variacdo em saldrio, e assim é o nosso preferido com base no grau de ajuste. O
modelo fog também é o escolhido porque parece ser mais realista e seus parametros sao mais faceis de ser
interpretados.

Neste capitulo, tratamos de alguns tépicos importantes sobre a anélise de regressdo multipla.

A Secdo 6.1 mostrou que uma mudanga nas unidades de medida de uma variavel independente
altera o coeficiente do MQO da maneira esperada: se x; for multiplicado por ¢, seu coeficiente serd
dividido por c. Se a varidvel dependente é multiplicada por c, todos os coeficientes de MQO sdo mul-
tiplicados por ¢. Nem a estatistica f nem a F sdo alteradas pela mudanga das unidades de medida de
quaisquer variaveis.

Discutimos os coeficientes beta, que medem os efeitos das varidveis independentes sobre a varia-
vel dependente em unidades de desvios-padrdo. Os coeficientes beta sdo obtidos de uma regressdo

|
|
|
EXEMPLO 6.8
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MQO padrio depois de as varidveis dependente e independentes terem sido transformadas em valores
padronizados.

Como vimos em vdrios exemplos, a forma funcional logaritmica produz coeficientes com inter-
pretacdes de efeitos percentuais. Comentamos sobre suas vantagens adicionais na Se¢do 6.2. Também
vimos como computar o efeito percentual exato quando um coeficiente em um modelo log-nivel €
grande. Modelos com termos quadriticos consideram efeitos marginais decrescentes ou crescentes.
Modelos com interagbes possibilitam que o efeito marginal de uma varidvel explicativa dependa do
nivel de outra varidvel explicativa. B

Introduzimos o R-quadrado ajustado, R*, como uma alternativa ao R-quadrado habitual para medir
o grau de ajuste. Enquanto o R? nunca pode cair quando outra varidvel € adicionada na regressio, o R
penaliza o niimero de régressores e pode cair quando uma varidvel independente € adicionada. Isso faz
do R? o preferido para a op¢do entre modelos n3o-aninhados com diferentes quantidades de varidveis
explicativas. Nem o R* nem o R’ podem ser usados para comparar modelos com varidveis dependen-
tes diferentes. No entanto, € bastante facil obter indicadores de graus de ajuste para optarmos entre y e
log(y) como a varidvel dependente, como mostrado na Secio 6.4.

Na Segéo 6.3 discutimos o problema de certa forma sutil de dependermos demasiadamente do R’
ou do R? para chegarmos a um modelo final: € possivel controlarmos grandes quantidades de fatores
em um modelo de regressao. Por essa razao, ¢ importante pensar a frente sobre a especificagdo de
modelos, particularmente sobre a natureza ceteris paribus da equagao de regressdo miiltipla. Varidveis
explicativas que afetem y e sejam nao-correlacionadas com todas as outras varidveis explicativas
podem ser usadas para reduzir a variancia do erro sem induzir multicolinearidade.

Na Se¢do 6.4 demonstramos como obter um intervalo de confianga de uma previsao feita de uma
linha de regressio MQO. Também mostramos como um intervalo de confianga pode ser construido
para um valor futuro e desconhecido de y.

Ocasionalmente, queremos prever y quando log(y) € usado como a varidvel dependente em um
modelo de regressdo. A Secdo 6.4 explica esse método simples. Finalmente, algumas vezes estamos
interessados em conhecer o sinal e a magnitude dos residuos de observagdes especificas. A andlisc de
residuos pode ser usada para determinarmos se elementos especificos da amostra possuem valores pre-
vistos que estejam bem acima, ou bem abaixo, dos verdadeiros resultados.

6.1 A seguinte equagio foi estimada utilizando os dados contidos no arquivo CEOSAL1.RAW:

log (saicirio) = 4,322 + 0,276 log(vendas) + 0,0215 rma — 0,00008 rma’
(0,324) (0,33) 0,129) (0,00026)

n = 209, R? = 0,282.

Esta equagdo permite que rma tenha um efeito decrescente sobre log(saldrio). Essa generalidade €
necessdria? Justifique.

6.2 Sejam BO, B,, v ﬁk as estimativas MQO da regressdo de y; sobre x;;, ..., Xj, i = 1, 2, ..., n. Para
constantes diferentes de zero ¢, ..., ¢;, argumente que o intercepto e as inclinagoes MQO da regressdo
de cqy; sobre c,x;q, ..., CXy, L = 1, 2, ..., n sdo dados por B, = cp B, B, = (co/cy) Bys s By = (cofer)
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ﬁk. (Sugestdo: Use o fato de que B; soluciona as condigbes de primeira ordem em (3.13), e que ,éj
deve solucionar as condi¢des de primeira ordem envolvendo as varidveis dependente € independen-

tes redimensionadas.)
6.3 Utilizando os dados contidos no arquivo RDCHEM.RAW, a seguinte equagio foi obtida por
MQO:

pdintens = 2 613 + 0,00030 vendas — 0,0000000070 vendas®
(0,429) (0,00014) (0,0000000037)

n = 32, R? = 0,1484.

(1) Em que ponto o efeito marginal de vendas sobre pdintens se torna negativo?

(i)  Vocé manteria o termo quadratico no modelo? Explique.

(i) Defina vendasbil como vendas expressas em bilhdes de dblares: vendasbil = vendas/1.000.
Reescreva a equagio com vendasbil e vendasbil’ como as varidveis independentes.
Certifique-se de descrever os erros-padrao e o R-quadrado. [Sugestdo: Observe que ven-

dasbil® = vendas*/(1.000)".]
(iv) Com o propésito de descrever os resultados, qual equacdo vocé prefere?

6.4 O seguinte modelo permite que o retorno da educagao dependa da educacdo total dos pais, cha-
mada edupais:

log(saldrio) = B, + Beduc + B, educ-edupais + Biexper + Byperm + u.
(i)  Mostre que, em forma decimal, o retorno de mais um ano de educagio nesse modelo €
Alog(saldrio)/Aeduc = B, + B.edupais.

Que sinal vocé espera para 3,? Por qué?

(i)  Utilizando os dados contidos no arquivo WAGE2.RAW, a equacio estimada ¢

log(sa?drio) = 5,65 + 0,047 educ + 0,00078 educ - edupais +
(0,13) (0,010) (0,00021)
0,019 exper + 0,010 perm
(0,004) (0,003)

n=1722,R*=0,169.

(Somente 722 observagdes contém todas as informagdes sobre a educagdo dos pais.)
Interprete o coeficiente do termo de interagdo. Pode ser interessante escolher dois valores
especificos para edupais, por exemplo, edupais = 32 se ambos tiverem educagio superior,
ou edupais = 24 se ambos tiverem educagdo de nivel médio — e comparar o retorno esti-

mado de educ.
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(ii1) Quando edupais € adicionada como uma varidvel separada na equagdo, obtemos:

log(saldrio) = 4,94 + 0,097 educ + 0,033 edupais + 0,0016 educ*edupais

(0,38) (0,027) 0,017) ~(0,0012)
+ 0,020 exper + 0,010 perm
(0,004) (0,003)

n =722, R*=0,174.

O retorno da educagdo agora depende positivamente da educacgao dos pais? Teste a hip6-
tese nula de que o retorno da educacgio nao depende da educagdo dos pais.

6.5 No Exemplo 4.2, no qual a percentagem de alunos aprovados em um exame de matemdtica
do 10° ano (matel0) € a variavel dependente, faz sentido incluir cienl] — a percentagem de alunos do
112 ano aprovados em um exame de ciéncias — como uma varidvel explicativa adicional?

6.6 Quando taxafreq’ e tac - taxafreq sio adicionadas a equagio (6.19), o R-quadrado passa a ser
0,232. Esses termos adicionais s3o conjuntamente significantes no nivel de 10%? Vocé os incluiria
no modelo?

6.7 As trés seguintes equagdes foram estimadas utilizando-se as 1,534 observagdes contidas no
arquivo 401K.RAW.

taxap = 80,29 + 5,44 taxcomp + 0,269 idade — 0,00013 rotemp
(0,78) (0,52) (0,045) (0,00004)

R> = 0,100, R? = 0,098.

tdxap = 97,32 + 5,02 taxcomp + 0,314 idade — 2,66 log(totemp)
(1,95) (0,51) (0,044) (0,28)

RY = 0,144, R* = 0,142.

taxap = 80,62 + 5,34 taxcomp + 0,290 idade — 0,00043 totemp
(0,78) (0,52) (0,045) (0,00009)

+ 0,0000000039 totemp®
(0,0000000010)

R? = 0,108, R* = 0,106.

Qual desses trés modelos vocé prefere? Por qué?



Anidlise de Regressao Miiltipla
com Informacoes Qualitativas:
Variaveis Binarias (ou Dummy)

os capitulos anteriores, as varidveis dependentes e independentes em nossos modelos de regres-

sdo multipla tinham significado quantitativo. Alguns exemplos inclufam taxas de salario por

hora, anos de escolaridade, nota média em curso superior, quantidade da polui¢do do ar, niveis
de vendas de empresas e nimero de detengdes. Em cada caso, a magnitude da variavel carrega infor-
magdes valiosas. No trabalho empirico também devemos incorporar fatores qualitativos nos modelos
de regressdo. O sexo ou a raga de um individuo, o ramo de atividade de uma empresa (fabricante, vare-
Jista etc.) e a regido onde uma cidade esta localizada (sul, norte, oeste etc.) sdo todos considerados fato-
res qualitativos.

A maior parte deste capitulo € dedicada a varidveis independentes qualitativas. Apés discutirmos
as maneiras apropriadas de descrever informagdes qualitativas na Segdo 7.1, mostraremos como varid-
veis explicativas qualitativas podem ser facilmente incorporadas em modelos de regressio muiltipla nas
Secdes 7.2, 7.3 e 7.4. Essas segdes tratam de quase todos os modos conhecidos nos quais as varidveis
independentes qualitativas sdo usadas na andlise de regressdo de corte transversal.

Na Seg¢do 7.5 examinaremos uma varidvel dependente bindria, que é um tipo especial de varidvel
dependente qualitativa. O modelo de regressdo multipla tem uma interpretacio bastante interessante neste
caso e € chamado de modelo de probabilidade linear. Embora muito criticado por alguns econo-
metristas, a simplicidade do modelo de probabilidade linear faz dele uma ferramenta ttil em muitos
contextos empiricos. Também descreveremos suas falhas na Seg¢fio 7.5, embora elas sejam fregiiente-
mente secunddrias no trabalho empirico.

1.1 A DESCRIGAO DAS INFORMACOES QUALITATIVAS

Fatores qualitativos freqiientemente aparecem na forma de informagio bindria: uma pessoa € do
sexo feminino ou masculino; alguém possui ou ndo um computador pessoal; uma firma oferece ou nio
certo tipo de plano de pensdo a seus empregados; um estado adota ou nio a pena capital. Em todos
esses exemplos, a informacdo relevante pode ser capturada pela defini¢ao de uma variavel binaria ou
uma varidvel zero-um. Em econometria, as varidveis bindrias sdo em geral chamadas variaveis
dummy, embora esse nome néo seja muito descritivo.

Ao definirmos uma varidvel dummy, precisamos decidir a qual evento serd atribuido o valor um e
a qual serd atribuido o valor zero. Por exemplo, em um estudo sobre a determinagao do saldrio indivi-
dual, podemos definir feminino como a varidvel binaria que assumira o valor um quando a pessoa for
mulher e zero, quando homem. Neste caso, 0 nome indica o evento cujo valor € um. A mesma infor-
magao € transmitida se definirmos que masculino serd um, se a pessoa for homem, e zero, se mulher.

207



208  Introdugdo a Econometria — Editora Thomson

Qualquer uma dessas formas € melhor que usarmos género, porque esse nome nao deixa claro quando
a variavel dummy € um: género = 1 corresponde a homem ou a mulher? A maneira pela qual denomi-
namos nossas varidveis nao tem importancia para obtermos os resultados da regressao, mas sempre
ajuda a escolhermos nomes que deixem claras as equagoes € as explicacoes.

Suponha que, em um estudo que compara resultados de eleicdes entre candidatos democratas e republica-
nos, vocé queira indicar o partido de cada candidato. Um nome como partido serd uma boa escolha para
uma varidvel binéria neste caso? Qual seria um nome melhor?

Suponha que no exemplo do saldrio tenhamos escolhido o nome feminino para indicar o sexo.
Além disso, definimos uma varidvel bindria casado como igual a um se a pessoa for casada, e zero,
caso contrario. A Tabela 7.1 fornece uma listagem parcial de um possivel conjunto de dados sobre sali-
rios. Vemos que a Pessoa 1 € do sexo feminino e néo € casada, a Pessoa 2 € do sexo feminino e € casa-
da, a Pessoa 3 € do sexo masculino e ndo € casada, e assim por diante.

Por que usamos os valores zero e um para descrever informagdes qualitativas? Em certo sentido,
esses valores sdo arbitrarios: quaisquer dois valores diferentes serviriam. O beneficio real de capturar
informacao qualitativa usando varidveis zero-um € que elas levam a modelos de regressio nos quais os
pardmetros tém interpretagdes bastante naturais, como veremos agora.

Tabela 7.1 o
Uma Listagem Parcial dos Dados do Arquivo WAGE 1.RAW
pessoa saldrioh educ exper Jeminino casado
1 3,10 11 2 1 0
2 3,24 12 22 1 1
3 3,00 11 2 0 0
4 6,00 8 44 0 1
5 5.30 12 7 0 1
525 11,56 16 5° 0 1
526 3,50 14 5 1 0
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7.2 UMA UNICA VARIAVEL DUMMY INDEPENDENTE

Como incorporamos informagdes bindrias em modelos de regressdo? No caso mais simples, com
somente uma variavel dummy explicativa, simplesmente adicionamos a varidvel a equagdo como uma
varidvel independente. Por exemplo, considere o seguinte modelo simples de determinagao de saldrios
por hora:

saldrioh = B + 6y feminino + B,educ + u. (2.1)

Usamos 6, como o parametro da varidvel feminino de maneira a ressaltar a interpretacio dos para-
metros que multiplicam varidveis dummy; mais adiante, usaremos a notagio que for mais conveniente.

No modelo (7.1), somente dots fatores observados afetam os salarios: género e educa¢do. Como
feminino = 1 quando a pessoa € mulher e feminino = 0 quando a pessoa é homem, o pardmetro 6, tem
a seguinte interpretagado: o, € a diferenga no salario por hora entre mulheres e homens, dado o0 mesmo
grau de educag@o (e o mesmo termo erro u). Assim, o coeficiente §, determina se existe discriminagdo
contra as mulheres: se 8, < 0, entdo, para 0 mesmo nivel dos outros fatores, as mulheres ganham
menos que os homens, em média.

Em termos de expectativas, se assumirmos a hipétese de média condicional zero E(ulfemini-
no,educ) = 0, entdo

6y = E(saldriohlfeminino = l,educ) — E(salciriohl Sfeminino = 0, educ).

Como feminino = 1 corresponde a mulheres e feminino = 0 corresponde a homens, podemos
escrever essa expressdo de forma mais simples:

&g = E(saldrioh[feminino,educ) - E(salcirioh|masculin0,educ). (1.2)

O importante aqui € que o nivel de educagdo € o mesmo em ambas as expectativas; a diferenga,
0, deve-se somente ao género.

A situag@o pode ser descrita graficamente como um deslocamento de intercepto entre as linhas
que representam homens e mulheres. Na Figura 7.1, o caso 6, < 0 € mostrado, de modo que os homens
ganham um montante fixo por hora a mais que as mulheres. A diferenga ndo depende do nivel de edu-
cacdo, e isso explica a razdo de os perfis saldrio-educagdo das mulheres e dos homens serem paralelos.

Neste ponto, vocé pode estar se perguntando por que nao incluimos, tamb€m, em (7.1) uma varia-
vel dummy, digamos, masculino, que seria um para homens e zero para mulheres. A razdo € que isso
seria redundante. Na equagio (7.1), o intercepto para homens € 3, enquanto o intercepto para mulhe-
res € B, + 8,. Como existem apenas dois grupos, precisamos de apenas dois interceptos diferentes. Isso
significa que, além de B,, precisamos usar somente uma varidvel dummy; decidimos incluir a varidvel
dummy para mulheres. O uso de duas varidveis dummy introduziria colinearidade perfeita, porque femi-
nino + masculino = 1, o que significa que masculino é uma fungio linear perfeita de feminino. A
inclusdo de varidveis dummy para ambos os sexos € o exemplo mais simples da chamada armadilha
da varidvel dummy, que surge quando um grande nimero de varidveis dummy descreve determinado
numero de grupos. Discutiremos esse assunto mais adiante.
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* Figura 7.1’
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Na equagio (7.1) acima, escolhemos homens para ser o grupo base ou o grupo de referéncia,
isto &, o grupo contra o qual as comparagdes sao feitas. Esta € a razio pela qual B, € o intercepto para
os homens, e 8 € a diferenca dos interceptos entre mulheres e homens. Poderiamos ter escolhido as
mulheres como o grupo base, escrevendo o0 modelo como

saldrioh = ay, + yymasculino + 3 educ + u,

onde o intercepto para mulheres € «, € 0 intercepto para homens € a + y,,; isso implica que @y, = B, + 8,
e a g + yo = By Em qualquer aplicag@o, ndo importa como escolhemos o grupo base, mas € impor-
tante estar atento para qual € o grupo base.

Alguns pesquisadores preferem eliminar o intercepto global do modelo e incluir varidveis dummy
para cada grupo. A equacio entdo seria saldrioh = Bymasculino + agfeminino + B educ + u, onde o
intercepto para os homens € B, e o intercepto para as mulheres € «,,. Ndo existe armadilha da varidvel
dummy neste caso, porque nao temos um intercepto global. Porém, essa formulag¢@o tem pouco a ofe-
recer, ja que € mais dificil verificar diferengas nos interceptos, € ndo existe uma maneira consensual de
computar 0 R-quadrado em regressdes sem intercepto. Portanto, sempre incluiremos um intercepto glo-
bal para o grupo base.
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Nada mais muda muito quando mais varidveis explicativas estdo envolvidas. Considerando os
homens como o grupo base, um modelo que controla a experiéncia e a permanéncia, além da edu-
cagdo €

saldrioh = Bo + 0¢ feminino + B,educ + B,exper + Biperm + u.

Se educ, exper € perm forem todas caracteristicas relevantes da produtividade, a hipétese nula de
ndo-existéncia de diferenga entre homens ¢ mulheres serd Hy: 8, = 0. A hipétese alternativa de que
existe discriminag¢do contra as mulheres serd H;: 65 < 0.

Como podemos efetivamente testar a discriminag@o salarial? A resposta € simples: simplesmente
estimamos o modelo por MQO, exatamente como antes, € usamos a estatistica ¢ habitual. Nada muda
na mecénica do MQO ou na teoria estatistica quando algumas das varidveis independentes sdo defini-
das como varidveis dummy. A tnica diferen¢a em rela¢@o ao que vinhamos fazendo até agora € a inter-
pretagao do coeficiente da varidvel dummy.

EXEMPLO '11 o
(Equagao dos Salarios por Hora)

Utilizando os dados contidos no arquivo WAGE1.RAW, estimamos o modelo (7.3). Por enquanto, usamos
saldrioh, em vez de log(salarioh), como a variavel dependente:

saldgrioh = —1,57 — 1,81 feminino + 0,572 educ

(0,72) (0,26) (0,049)
+ 0,025 exper + 0,141 perm (2.4)
(0,012) (0,021)

n = 526, R*> = 0,364.

0 intercepto negativo — o intercepto para os homens, neste caso — nao é muito significativo, ja que
ninguém na amostra tem anos de educ, exper e perm proximos de zero. O coeficiente de feminino é inte-
ressante, porque ele registra a diferenca média no saldrio por hora entre uma mulher e um homem, dados
0s mesmos niveis de educ, exper e perm. Se compararmos uma mulher e um homem com os mesmos niveis
de educagao, experiéncia e permanéncia, a mulher ganha, em média, 1,81 ddlares por hora a menos que o
homem. (N&o se esqueca de que estamos tratando de salarios de 1976.)

E importante lembrarmos que, como fizemos uma regressao multipla e controlamos educ, exper e

¢ perm, o diferencial de 1,81 délares no saldrio ndo pode ser explicado por diferentes niveis médios de edu-

cacao, experiéncia ou permanéncia entre homens e mulheres. Podemos concluir que o diferencial de 1,81
ddlares é devido ao género ou a fatores associados ao género que nao tenhamos controlado na regressao.

E esclarecedor comparar o coeficiente de feminino na equagdo (7.4) com a estimativa que obtemos
quando todas as outras varidveis explicativas sdo eliminadas da equagao:
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EXEMPLO 7.1 [continiagio) ;"

saldrioh = 7,10 — 2,51 feminino
(0,21) (0,30) (1.5)
n = 526,R*= 0,116

Os coeficientes em (7.5) tém uma interpretacdo simples. O intercepto € o salario-hora médio dos homens na
amostra (feminino = 0), de modo que os homens ganham, em média, 7,10 ddlares por hora. O coeficiente
de feminino é a diferenca no salario médio entre homens e mulheres. Assim, o salario médio das mulheres,
na amostra, é 7,10 — 2,51 = 4,59, ou 4,59 ddlares por hora. (A propésito, existem 274 homens e 252
mulheres na amostra.)

A equacao (7.5) apresenta um modo simples de realizar um teste de comparagdo de médias entre
os dois grupos, que neste caso sdo homens e mulheres. A diferenga estimada —2,51 tem uma estatistica t
de —8,37, que &, estatisticamente, bastante significante (e, claro, 2,51 délares também é grande economi-
camente). Geralmente, a regressao simples sobre uma constante e uma variavel dummy é uma maneira
bastante objetiva de comparar as médias de dois grupos. Para que o teste ¢ habitual seja valido, temos que
assumir a manutengo da hipdtese de homoscedasticidade, o que significa que a variancia populacional dos
salarios dos homens é a mesma dos salarios das mulheres.

0 diferencial salarial estimado entre homens e mulheres é maior em (7.5) que na equagao (7.4), por-
que (7.5) ndo controla as diferencas em educado, experiéncia e permanéncia, e esses fatores sdo mais
baixos, em média, para as mulheres do que para os homens nessa amostra. A equagdo (7.4) fornece uma
estimativa mais confiavel da discrepancia salarial ceteris paribus entre os sexos; ela ainda indica um dife-
rencial bastante grande.

Em muitos casos, varidveis durnmy independentes refletem escolhas de individuos ou de outras
unidades econdmicas (em oposi¢do a algo predeterminado, como género). Em tais situagSes, a ques-
tdo da causalidade é novamente crucial. No exemplo seguinte, gostariamos de saber se o fato de pos-
suir um computador pessoal causa uma nota média mais elevada em curso superior.

EXEMPLO 1.2

(Efeitos de se Possuir Computadores na Avaliagdo em Cursos Superiores)

Para determinar os efeitos de se possuir um computador na nota média em curso superior, estimamos o
modelo

nmgrad = B, + 6,PC + Bnmem + Bytac + u,

onde a varidvel dummy PC é igual a um se um aluno possui um computador pessoal e zero caso contrario.
Existem varias raz6es pelas quais a propriedade de um computador pessoal pode ter um efeito sobre nmgrad.
O trabalho de um aluno pode ser de melhor qualidade se feito em um computador e ele pode ganhar tempo
por nio ter que ficar esperando sua vez em um laboratério de informatica. £ claro que o aluno pode estar
mais inclinado a brincar com jogos ou a navegar na Internet se ele, ou ela, possuir- seu proprio PC,
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EXEMPLO 7.2 (continuagio)

de modo que nao é dbvio que &, sera positivo. As varidveis nmem (nota média do ensino médio) e tac (nota
do teste de avaliagdo para ingresso em curso superior) sao usadas como controles: pode ser que alunos mais
fortes, medidos pelas nota média do ensino médio e nota do teste de avaliacdo, provavelmente possuam
computadores. Controlamos esses fatores porque gostariamos de saber o efeito médio sobre nmgrad se
escolhermos um aluno aleatoriamente e dermos a ele um computador pessoal.

Utilizando os dados contidos no arquivo GPA1.RAW, obtemos

nmgrad = 1,26 + 0,157 PC + 0,447 nimem + 0,0087 tac
‘ (0,33) (0,057)  (0,094) ©(0,0105) (2.6)

1 e R a1 Wi R vl R R

n = 141, R* = 0,219.

Esta equagdo sugere para um aluno que possua um computador pessoal uma nota média prevista em torno
de 0,16 pontos mais alta quando comparada com a de um aluno que nao possui um PC (lembre-se, tanto
nmgrad como nmem estdo em uma escala de quatro pontos). O efeito também é, estatisticamente, bastan-
te significante, com t,c = 0,157/0,057 = 2,75.

0 que acontece se eliminarmos nmem e tac da equagao? Claramente, a eliminagdo da Ultima variavel
deve ter um efeito muito pequeno, ja que seu coeficiente e a respectiva estatistica t sdo muito pequenos.
: Mas nmem é bastante significante, e assim sua eliminacdo pode afetar a estimativa de B,c. A regressao de
] nmgrad sobre PC produz a estimativa do coeficiente de PC igual a, aproximadamente, 0,170, com um erro-
padrao de 0,063; neste caso, Bpc € sua estatistica t ndo mudam muito.

Nos exercicios no final do capitulo serd solicitado o controle de outros fatores na equagéo para verifi-
car se o efeito de se possuir um computador desaparece, ou se pelo menos se torna significativamente
menor.

*
é
1
4
3

Cada um dos exemplos anteriores pode ser entendido como relevante para a analise de politicas
publicas. No primeiro exemplo estavamos interessados na discriminacdo sexual na forga de trabalho.
No segundo exemplo estdvamos preocupados com o efeito de se possuir um computador sobre o
) desempenho no curso superior. Um caso especial de anélise de politicas piblicas € a avaliaciio de pro-
: gramas, na qual gostariamos de saber o efeito de programas econémicos ou sociais sobre os indivi-
' duos, empresas, vizinhanga, cidades etc.

No caso mais simples existem dois grupos de objetos de estudo. O grupo de controle nio parti-
cipa do programa. O grupo experimental ou grupo de tratamento faz parte do programa. Esses
nomes provém da literatura das ciéncias experimentais, ndao devem ser interpretados literalmente.
Exceto em casos raros, a escolha dos grupos de controle e de tratamento ndo € feita aleatoriamente.
Porém, em alguns casos, a anélise de regressdo miltipla pode ser usada para controlar um nimero sufi-
ciente de outros fatores para estimar o efeito causal do programa.

EXEMPLO 7.3

(Efeitos da Concessdo de Subsidios sobre as Horas de Treinamento)

Utilizando os dados de 1988 das indistrias de Michigan contidas no arquivo JTRAIN.RAW, obteremos a
seguinte equacdo estimada:
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SN T 2

- EXEMPLO1.3 (continuacio)

et 3

hrsémp = 46,67 + 26,25 subs — 0,98 log(vendas)
4341) (5,59  (3,54)

— 6,07 log(empreg)
(3.88)

n = 105, R*> = 0,237,

A varidvel dependente é horas de treinamento por empregado, ao nivel da empresa. A variavel subs
é uma variavel dummy igual a um se a firma recebeu um subsidio para treinamento em 1988 e zero, caso
contrario. As variaveis vendas e empreg representam as vendas anuais e o nimero de empregados, res-
pectivamente. Ndo podemos usar hrsemp na forma logaritmica porque ela tem valor zero para 20 das 105
empresas usadas na regressao.

A variavel subs é estatisticamente bastante significante, com ty,c = 4,70. Controlando vendas e empre-
go, as empresas que receberam subsidios treinaram cada um de seus empregados, em média, 26,25 horas
mais que as outras. Como o nimero médio de horas de treinamento por empregado na amostra esta em torno
de 17, com um valor maximo de 164, subs tem um grande efeito sobre o treinamento, como o esperado.

O coeficiente de log(vendas) é pequeno e ndo significante. O coeficiente de loglempreg) significa que,
se a empresa for 10% maior, ela treinard seus empregados cerca de 0,61 horas menos. Sua estatistica t é
—1,56, que é somente marginalmente significante, em termos estatisticos.

Assim como em relagdo a qualquer outra varidvel independente, devemos perguntar se o efeito
mensurado de uma varidvel qualitativa é causal. Na equagio (7.7), a diferenga de treinamento entre as
empresas que recebem subsidios ¢ as que ndo recebem se deve aos subsidios, ou o recebimento de
um subsidio € simplesmente um indicador de alguma outra coisa? E possivel que as empresas que rece-
bem subsidios tenham, em média, treinado seus empregados de modo mais regular, mesmo sem os sub-
sidios. Nada nesta andlise nos informa se estimamos um efeito causal; precisamos saber como forain
determinadas as empresas que receberiam subsidios. Somente podemos esperar que tenhamos coniro-
lado tantos fatores quanto possivel de modo que possam estar relacionados a questdo de a empresa ter
recebido subsidios e com os seus niveis de treinamento.

Retornaremos a anélise de politicas publicas com varidveis dummy na Se¢do 7.6, como também
em outros capitulos.

A Interpretacao dos Coeficientes de Variaveis Dummy Explicativas
quando a Variavel Dependente E Expressa como log(y)

Uma especificagdo comum em trabalhos aplicados tem a varidvel dependente aparecendo na
forma logaritmica, com uma ou mais varidveis dummy aparecendo como varidveis independentes.
Como interpretamos os coeficientes das varidveis dummy neste caso? Ndo surpreendentemente, 0s
coeficientes tém uma interpretacdo percentual.
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" niveis de educ, exper e perm, as mulheres ganham cerca de 100(0,297) = 29,7% a menos que os homens.
- Podemos fazer melhor que isso ao computarmos a diferenca percentual exata nos salarios previstos. O que
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! (Regressdo dos Precos de Iméveis) :
; Utilizando os dados contidos no arquivo HPRICE1.RAW, obtemos a equagdo a
log(prégo) = 5,56 + 0,168 log(tamterr) + 0,707 log(arquad)
(0,65) (0,038) (0,093)
+ 0,027 gtdorm + 0,054 colonial (2.8)
(0,029) (0,045)

n = 88, R? = 0,649.

Todas as variaveis sdo auto-explicativas, exceto colonial, que é uma varidvel bindria igual a um se o imével
tiver estilo colonial. O que significa o coeficiente de colonial? Para niveis dados de tamterr, arquad e
qtdorm, a diferenca em log (preo) entre um imovel de estilo colonial e outro de outro estilo é 0,054. Isso

significa prever que um imével de estilo colonial seja vendido por cerca de 5,4% a mais, mantendo-se todos
os outros fatores fixos.

Este exemplo mostra que, quando log(y) € a varidvel dependente em um modelo, o coeficiente de
uma varidvel dummy, quando multiplicado por 100, € interpretado como a diferenca percentual em y,
mantendo fixos todos os outros fatores. Quando o coeficiente de uma varidvel dummy sugere uma gran-

de mudanga proporcional em y, a diferenga percentual exata pode ser obtida exatamente como no cil-
culo da semi-elasticidade na Secao 6.2.

EXEMPLO 7.5
(Equacdo Log do Salario-Hora)

Reestimemos a equagao salarial do exemplo 7.1, usando log(sa/arioh) como a variavel dependente e adicio-
nando termos quadraticos em exper e perm:

log(saldrioh) = 0,417 — 0,297 feminino + 0,080 educ + 0,029 exper

(0,099) (0,036) (0,007) (0,005) » /
~ 0,00058 exper® + 0,032 perm — 0,00059 perm® ' (79)
(0,00010) (0,007) (0,00023)

n = 526, R = 0,441.

Usando a mesma aproximacao do Exemplo 7.4, o coeficiente de feminino implica que, para 0s mesmos

B A

EY :um«mmmmy
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EXEMPLO .5 (continuagio) . -

queremos ¢é a diferenca proporcional nos salérios entre mulheres e homens, mantendo fixos todos os outros

fatores: (salariohM — salarioh,,)/salarioh,,. O que temos a partir de (7.9) é
log(saldrioh,;) — log(saldrioh,;) = 0,297
Fazendo a exponenciacdo e a subtracao temos
(saldrioh,, — sald?iohH)/salé?iohH = exp(—0,297) — 1 = —0,257.

Esta estimativa mais exata implica que o salario de uma mulher é, em média, 25,7% menor que o salario de
um homem nas mesmas condigGes.

Se tivéssemos feito a mesma corre¢io no Exemplo 7.4, terfamos obtido exp(0,054) — 1 = 0,05535,
ou cerca de 5,6%. A corregdo tem um efeito menor no Exemplo 7.4 do que no exemplo salarial, por-
que a magnitude do coeficiente da varidvel dummy € muito menor em (7.8) do que em (7.9).

De forma geral, se 3, for o coeficiente de uma varidvel dummy, digamos, x;, quando log(y) € a
varidvel dependente, a diferenca percentual exata em y previsto quando x, = 1 versus quando x; = 0 €

100 [exp(B,) — 11. (2.10}

O coeficiente B, estimado pode ser positivo ou negativo, € € importante preservar seu sinal ao
computar (7.10).

7.3 O USO DE VARIAVEIS DUMMY PARA CATEGORIAS MULTIPLAS

Podemos usar diversas varidveis dummy independentes na mesma equacao. Por exemplo, pode-
riamos adicionar a varidvel dummy casado na equagio (7.9). O coeficiente de casado fornece o dife-
rencial proporcional (aproximado) nos saldrios entre aqueles que sao, ou ndo, casados, mantendo fixos
género, educ, exper € perm. Quando estimamos esse modelo, o coeficiente de casado (com o erro-
padrdo entre parénteses) € 0,053 (0,041), e o coeficiente de feminino passa a ser —0,290 (0,036).
Assim, o “prémio” por ser casado € estimado em torno de 5,3%, mas ndo ¢ estatisticamente difercnte
de zero (t = 1,29). Uma limitagio importante deste modelo € que o prémio por ser casado € assumido
como o mesmo para homens e mulheres; isso € relaxado no exemplo a seguir.

EXEMPLO 2.6
(Equacao do Log do Salario-Hora)

Estimemos um modelo que considere diferencas salariais entre quatro grupos: homens casados, mulheres
casadas, homens solteiros e mulheres solteiras. Para fazermos isso temos que selecionar um grupo base;
escolhemos homens solteiros. Entdo, devemos definir as varidveis dummy para cada um dos demais grupos.
Vamos chama-los hcasados, mcasadas e msolteiras. Colocando essas trés varidveis na equacdo (7.9) (e,
claro, eliminando feminino, ja que agora ela é redundante) produz
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[/EXEMPLO 7.6 (continuagéo) - -

i

G
¥e
7]

log(saldrioh) = 0,321 + 0,213 hcasados — 0,198 mcasadas

BT T AN,

(0,100) (0,055) (0,058)
- 0,110 msolteiras' + 0,079 educ + 0,027 exper — 0,00054 exper2
(0,056) (0,007) (0,005) (0,00011) (1.11)
+ 0,029 perm — 0,00053 perm®
(0,007) (0,00023)

n = 526, R? = 0,461.

Todos os coeficientes, exceto o de msolteiras, tém estatisticas t bem acima de dois, em valores absolutos. A
estatistica t de msolteiras esta em torno de —1,96, que é significante apenas ao nivel de 5% contra uma
alternativa bilateral.

Para interpretar os coeficientes das variéveis dummy, devemos nos lembrar de que o grupo base é o
de homens solteiros. Assim, as estimativas das trés varidveis dummy medem a diferenca proporcional nos
saldrios relativamente aos homens solteiros. Por exemplo, estima-se que os homens casados ganhem cerca
de 21,3% mais que os homens solteiros, mantendo fixas educagao, experiéncia e permanéncia. [A estimati-
va mais precisa a partir de (7.10) esta em torno de 23,7%.] Uma mulher casada, no entanto, deve ganhar
19,8% menos que um homem solteiro com 0s mesmos niveis das outras variaveis.

Como o grupo base é representado pelo intercepto na equacdo (7.11), incluimos variaveis dummy para
apenas trés dos quatro grupos. Se tivéssemos incluido uma variavel dummy para homens solteiros em (7.11)
cairiamos na armaditha da varidvel dummy, por termos introduzido colinearidade perfeita. Alguns progra-
mas de regressdo corrigem automaticamente esse engano, enquanto outros apenas informam a existéncia
de colinearidade perfeita. £ melhor especificar cuidadosamente as varidveis dummy, pois isso nos forcara a
interpretar apropriadamente o modelo final.

Embora os homens solteiros sejam o grupo base em (7.11), podemos usar essa equagao para obter a
diferenca estimada entre dois grupos quaisquer. Como o intercepto global é comum a todos os grupos, pode-
mos ignora-lo quando procuramos diferencas. Assim, a diferenca proporcional estimada entre as mulheres
solteiras e as casadas é —0,110 — (—0,198) = 0,088, o que significa que as mulheres solteiras ganham
cerca de 8,8% mais que as mulheres casadas. Infelizmente, ndo podemos usar a equagdo (7.11) para verifi-
car se a diferenca estimada entre as mulheres solteiras e as casadas é estatisticamente significante. O conhe-
cimento dos erros-padrdo de mcasadas e msolteiras nao é suficiente para realizar o teste (veja Secao 4.4).
O mais facil a fazer é selecionar um desses grupos para ser o grupo base e reestimar a equagdo. Nada de
substancial mudara, mas obteremos a estimativa necessaria e seu erro-padrao de forma direta. Quando usa-
mos as mulheres casadas como o grupo base, obtemos

log(saldrioh) = 0,123 + 0,41 1hcasados + 0,198hsolteiros + 0,088msolteiras + ...,

(0,106) (0,056) (0,058) (0,052)

- onde, é claro, nenhum dos coeficientes ou erros-padrdo ndo descritos sofreram alteracdes. A estimativa do
. coeficiente de msolteiras é, como esperado, 0,088. Agora temos um erro-padrao para acompanhar essa esti-
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EXEMPLO 1.6 [continuag&o)
mativa. A estatistica t para a hip6tese nula de que ndo existe diferenca na populagéo entre mulheres casa-
das e solteiras é tyoeiras = 0,88/0,052 = 1,69. Essa é uma evidéncia marginal contra a hipétese nula.

Também vemos que a diferenga estimada entre os homens casados e as mulheres casadas é, estatisticamen-
te, muito significante (thcasados = 7:34)-

O exemplo anterior ilustra um principio geral para a inclusdo de varidveis dummy que indicam
grupos diferentes: se 0 modelo de regressdo deve ter diferentes interceptos para, digamos, g grupos ou
categorias, precisamos incluir g — 1 varidveis dummy no modelo, juntamente com um intercepto. O
intercepto do grupo base € o intercepto global no modelo, e o coeficiente da varidvel dummy de um
determinado grupo representa a diferenca estimada nos interceptos entre aquele grupo e o grupo base.
A inclusdo de g varidveis dummy juntamente com um intercepto resultard na armadilha da varidvel
dummy. Uma alternativa € incluir g varidveis dummy e excluir um intercepto global. Isso ndo € reco-
mendével, pois o teste de diferengas relativas a um grupo base se tornard dificil, ¢ alguns programas
de regressdo alteram a maneira como o R-quadrado € computado quando a regressdo nao contém um
intercepto.

Nos dados sobre salarios dos jogadores de beisebol encontrados no arquivo MLB1.RAW, os jogadores ocu-
pam uma de seis posicdes: pribase, segbase, terbase, interbase, jardext ou receptor. Para possibilitar dife-
rencas salariais entre as posigdes, com determinados defensores (jardext) como o grupo base, quais varia-
veis dummy vocé incluiria como variaveis independentes?

Incorporacdo de Informacdes Ordinais com o Uso de Variaveis Dummy

Suponha que gostariamos de estimar o efeito do risco de crédito das cidades sobre as taxas de juros
dos titulos publicos municipais (ITM). Vdrias institui¢Oes financeiras, como a Moody’s Investment
Service e a Standard and Poor’s, classificam a qualidade da divida de governos locais, na qual a classi-
ficagio depende de fatores como a probabilidade de inadimpléncia (governos locais preferem taxas
menores de juros para reduzir seus custos de empréstimos). A guisa de simplicidade, suponha que a clas-
sificago varie de zero a quatro, na qual zero € o pior risco de crédito e quatro, o melhor. Este € um exem-
ple de uma varidvel ordinal. Vamos chamar essa varidvel de CR por defini¢do. A questdo com a qual
devemos tratar €: Como incorporamos a varidvel CR em um modelo para explicar a varidvel 7TM?

Uma possibilidade € apenas incluir CR como incluiriamos qualquer outra varidvel explicativa:

TTM = B, + B,CR + outros fatores,

onde deliberadamente ndo mostramos quais s3o os outros fatores. Neste caso, 8, é a mudanga em pon-
tos percentuais em 77M quando CR aumenta uma unidade, mantendo fixos todos os outros fatores.
Infelizmente, ¢ bastante dificil interpretar um aumento de uma unidade em CR. Sabemos o significa-
do quantitativo de mais um ano de educagao, ou de um délar a mais gasto por aluno, mas fatores como
risco de crédito, em geral, tém apenas significado ordinal. Sabemos que um CR de quatro € melhor que
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um CR de trés, mas serd que a diferenca entre quatro e trés € a mesma que a diferenga entre um e zero?
Se ndo, ndo fard sentido assumir que um aumento de uma unidade em CR terd um efeito constante
sobre TTM.

Uma abordagem melhor que podemos implementar, pois CR assume relativamente poucos valo-
res, € definir varidveis dummy para cada valor de CR. Assim, definimos CR, = 1 se CR = 1, e, caso
contrario, CR, = 0, CR, = 1 se CR = 2 ¢, caso contrdrio, CR, = 0, e assim por diante. Na realidade,
levamos em conta o risco de crédito e o transformamos em cinco categorias. Desta forma podemos esti-
mar o modelo

TTM = B, + 8,CR, + 8,CR, + 8,CR; + §,CR, + outros fatores. (7.12)

Seguindo nossa regra sobre inclusio de varidveis dummy em um modelo, incluimos quatro varia-
veis dummy, ja que temos cinco categorias. A categoria aqui omitida é risco de crédito zero, e portanto
ela € o grupo base. (Esta € a razdo pela qual nao precisamos definir uma varidvel dummy para esta cate-
goria.) Os coeficientes sio de facil interpretacdo: 8, € a diferenca em TTM (outros fatores fixos) entre
uma cidade com um risco de crédito um e uma cidade com um risco de crédito zero: 8, € a diferenca
em TTM entre uma cidade com um risco de crédito dois e uma cidade com um risco de crédito zero; e
assim por diante. O movimento entre os indices de risco de crédito tem efeitos diferentes, de modo que
o uso de (7.12) € muito mais flexivel do que simplesmente considerarmos CR uma varidvel tinica. Uma
vez definidas as variaveis dummy, estimar (7.12) € simples.

No modelo (7.12) , como vocé testaria a hipdtese nula de que o risco de crédito ndo tem efeito sobre 77M?

A equagio (7.12) contém o modelo com um efeito parcial constante, sendo este um caso especial.
Uma maneira de escrever as trés restrigdes que implicam um efeito parcial constante € §, = 2§,, 85 = 35,
e 8, = 48,. Quando incorporamos essas restri¢es a equagao (7.12) e a reorganizamos, obtemos TTM
= By + 8, (CR, + 2CR, + 3CR; + 4CR,) + outros fatores. Agora, o termo que multiplica §, ¢ sim-
plesmente a varidvel original do risco de crédito, CR. Ao obtermos a estatistica F para testar as restri-
¢Oes do efeito parcial constante, obtemos o R-quadrado irrestrito de (7.12) e o R-quadrado restrito a
partir da regressdao de TTM sobre CR e os outros fatores que tenhamos controlado. A estatistica F €
obtida como na equagio (4.41) com g = 3.

EXEMPLO 7.7

(Efeitos da Atratividade Fisica sobre os Salarios)

Hamermesh e Biddle (1994) usaram indicadores de boa aparéncia fisica em uma equagao de salarios. Cada
pessoa da amostra foi classificada por um entrevistador quanto a aparéncia, utilizando cinco categorias (feia,
comum, média, bonita e muito bonita). Como pouca gente se classifica nos dois extremos, os autores colo-
caram as pessoas em um dos trés grupos para a andlise de regressao, média, abaixo da média e acima da
média, na qual o grupo base era a média. Utilizando os dados da Quality of Employment Survey (Pesquisa
de Qualidade do Emprego) de 1977, apds terem sido controladas as caracteristicas de produtividade habi-
tuais, Hamermesh e Biddle estimaram uma equacao para homens:
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logfsalcirio) = ,éo — 0,164 abaixomed + 0,016 acimamed + outros fatores
(0,046) (0,033)
n = 700, R* = 0,403

e uma equagdo para mulheres:

1ogfsaldrio)>= ﬁo — 0,124 abaixomed + 0,035 acimamed + outros fatores
(0,066) (0,049)
n = 409, R> = 0,330.

Os outros fatores controlados na regressao incluem educagdo, experiéncia, permanéncia, estado civil e raa;
veja Tabela 3 no artigo de Hamermesh e Biddle para uma lista mais completa. Para economizar espago, 0s
coeficientes das outras variaveis e do intercepto nao sdo descritos no artigo.

Entre os homens, o artigo prevé que aqueles com aparéncia abaixo da média ganham cerca de 16,4%
menos que os com aparéncia média com os mesmos fatores (inclusive educacdo, experiéncia, permanéncia,
estado civil e raca). O efeito é estatisticamente diferente de zero, com t = —3,57. De modo semelhante,
homens com aparéncia acima da média ganham 1,6% mais, embora o efeito n@o seja estatisticamente sig-
nificante (t < 0,5). _

Uma mulher com aparéncia abaixo da média ganha cerca de 12,4% menos que outra com aparéncia
média, com t = —1,88. Como aconteceu com os homens, a estimativa do coeficiente de acimamed nao é
estatisticamente diferente de zero.

Em alguns casos, a varidvel ordinal assume um nimero muito grande de valores, de maneira que
ndo € possivel incluir uma varidvel dummy para cada valor. Por exemplo, o arquivo LAWSCH85.RAW
contém dados sobre a mediana dos saldrios iniciais dos formados em faculdades de direito. Uma das
principais varidveis explicativas € a classificagdo da faculdade de direito. Como cada faculdade tem
uma posi¢ao diferente, evidentemente ndo podemos incluir uma varidvel dummny para cada posigio. Se
nio gquisermos colocar a classificagio diretamente na equagio, podemos dividi-la em categorias. O
exemplo seguinte mostra como isso é feito.

EXEMPLO 7.8

(Efeitos da Classificagiao das Faculdades de Direito sobre Salarios Iniciais)

Defina as variaveis dummy , r11_25, r26_40, r41_60 e r61_100, assumindo valor unitario quando a varia-
vel rank cair na faixa apropriada. Definimos o grupo base como sendo os das faculdades classificadas abai-
xo de 100. A equagdo estimada é
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EXEMPLO 7.8 (continuagao)

log(saldrio) = 9,17 + 0,700 ropl0 + 0,594 r11_25 + 0,375 r26_40
(0,41) (0,053) (0,039) (0,034)
+ 0,263 r41_60 + 0,132 r61_100 + 0,0057 Isat
(0,028) (0,021) (0,0031) (2.13)
+ 0,014 nmdgrad + 0,036 log(volbib) + 0,0008 log(custo)
(0,074) (0,026) (0,0251)

n =136, R = 0,911, R* = 0,905.

Vemos imediatamente que todas as varidveis dummy que definem as diferentes classificacdes sdo
estatisticamente bastante significantes. A estimativa do coeficiente de r67_100 significa que, mantendo fixos
Isat, nmdgrad, volbib e custo, 0 salario mediano de ex-alunos formados em uma escola classificada entre
as posicdes 61 e 100 é cerca de 13,2% mais alto do que aqueles de uma escola classificada abaixo de 100.
A diferenca entre as dez primeiras e as abaixo de 100 é bastante elevada. Fazendo os calculos exatos dados
na equacao (7.10) temos exp(0,700) — 1 = 1,014, e assim o salario mediano previsto é mais de 100% mais
alto nas dez primeiras escolas do que nas abaixo de 100.

Para indicar se a divisao da classificacdo em diferentes grupos é um aperfeicoamento, podemos
comparar o R-quadrado ajustado de (7.13) com o R-quadrado ajustado com rank incluido como uma
variavel Unica: o primeiro é 0,905 e o segundo é 0,836, de modo que a flexibilidade adicional de (7.13)
esta garantida.

Curiosamente, quando a classificagdo é colocada nas categorias dadas (admitidamente arbitrarias),
todas as outras varidveis tornam-se ndo significantes. Alids, um teste para verificar a significancia conjunta
de Isat, nmdgrad, log(volbib) e log(custo) produz um p-valor de 0,055, que esta no limite da significancia.
Quando rank é incluida em sua forma original, o p-valor da significancia conjunta é zero até quatro casas
decimais.

Um comentario final sobre este exemplo: na derivagdo das propriedades dos minimos quadrados ordi-
narios, assumimos que tinhamos uma amostra aleatdria. A aplicacdo atual infringe essa hipotese devido a
maneira como rank foi definida: a classificagdo de uma faculdade necessariamente depende da classificagao
das outras escolas da amostra, e portanto os dados ndo podem representar extragbes independentes da
populacdo de faculdades de direito. Isso ndo causa qualquer problema mais grave, desde que o termo erro
seja ndo-correlacionado com as varidveis explicativas.

7.4 INTERACOES ENVOLVENDO VARIAVEIS DUMMY

Interacoes entre Variaveis Dummy

Assim como as varidveis com significados quantitativos podem interagir em modelos de regres-
sdo, as varidveis dummy também podem. Vimos uma ilustra¢io disso no Exemplo 7.6, no qual defini-
mos quatro categorias com base em estado civil e género. Alids, podemos reformular aquele modelo
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adicionando um termo de interacio entre feminino e casado, onde essas varidveis aparecam separa-
damente. Isso possibilita que o prémio por ser casado dependa do género, como era o caso em (7.11).
Com o propésito de comparac¢io, o modelo estimado com o termo de intera¢do feminino-casado é

logfsaldrio) = (0,321 —'0,110 Jfeminino + 0,213 casado

(0,100) (0,056) (0,055)
(2.14)

— 0,301 feminino * casado + ...,

(0,072)

onde o restante da regressdo serd necessariamente idéntico a (7.11). A equagdo (7.14) mostra explici-
tamente que existe uma interagio estatisticamente significante entre género e estado civil. Este mode-
lo também permite obter o diferencial estimado de saldrios entre todos os quatro grupos, mas aqui
devemos ter o cuidado de inserir a correta combinag@o de valores zero e um.

A defini¢do feminino = 0 e casado = 0 corresponde ao grupo de homens solteiros, que € o
grupo base, j& que isso elimina feminino, casado, € feminino-casado. Podemos encontrar o intercepto
de homens casados definindo feminino = 0 e casado = 1 em (7.14); isso produz um intercepto de
0,321 + 0,213 = 0,534, e assim por diante.

A equacdo (7.14) é apenas uma maneira diferente de encontrar diferenciais de salarios entre todas
as combinagdes de género e estado civil. Ela nos possibilita facilmente testar a hipétese nula de que o
diferencial de género nio depende do estado civil (e, de forma equivalente, que o diferencial de esta-
do civil ndo depende do género). A equagio (7.11) € mais conveniente para testarmos os diferenciais
salariais entre qualquer grupo e o grupo base de homens solteiros.

EXEMPLO 7.9

(Efeitos da Utilizacdo de Computadores nos Saldrios)

Krueger (1993) estima os efeitos da utilizagdo de computadores sobre os salérios. Ele define uma variavel
dummy, que chamaremos comptrab, igual @ um se a pessoa usa um computador no trabalho. Outra varié-
vel dummy, compcasa, é igual a um se a pessoa usa um computador em casa. Utilizando 13.379 pessoas
da Current Population Survey (Censo Populacional Corrente) de 1989, Krueger (1993, Tabela 4) obtém

| logzsaldrio) = Bo + 0,177 comptrab + 0,070 compcasa
(0,009) (0,019)

+ 0,017 comptrab * compcasa + outros fatores. (2.15)
(0,023)

(Os outros fatores sao os padrdes para regressoes de salarios, inclusive educagdo, experiéncia, género e esta-
do civil; veja o ensaio de Krueger para a lista exata.) Krueger ndo descreve o intercepto porque ele nao é
importante; tudo que precisamos saber é que o grupo base consiste de pessoas que ndo usam computador
em casa ou no trabalho. Vale a pena observar que o retorno estimado do uso de computador no trabalho
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. EXEMPLO 7.9 (continuagio)

(mas ndo em casa) estd em torno de 17,7%. (A estimativa mais precisa é de 19,4%.) De forma semelhante,
as pessoas que usam o computador em casa, ndo no trabalho, tém um prémio salarial em torno de 7% sobre
as que ndo usam computador, em casa ou no trabalho. O diferencial entre os que usam o computador em
ambos 0s locais e 0s que simplesmente ndo usam computador é de cerca de 26,4% (obtida com a adigéo
dos trés coeficientes e multiplicando o resultado por 100), ou a estimativa mais precisa de 30,2% obtida da
equagcao (7.10).

O termo de interagdo em (7.15) ndo é estatisticamente significante, e tampouco muito grande econo-
micamente. Entretanto, sua inclusdo prejudica muito pouco a equagao.

Consideracao de Inclinacoes Diferentes

Vimos varios exemplos de como permitir diferentes interceptos para qualquer niimero de grupos em
um modelo de regressao miiltipla. Também existem casos de interagio de varidveis dummy com varidveis
explicativas que n@o sdo durmmy para permitir uma diferencga nas inclinagdes. Continuando com o exem-
plo salarial, suponha que queiramos verificar se o retorno da educagdo € o mesmo para homens e mulhe-
res, considerando um diferencial de saldrios constante entre homens e mulheres (um diferencial do qual
ja encontramos comprovagéo). Para simplificar, incluimos somente educagao e género no modelo. Que
tipo de modelo leva em conta retornos diferentes em educagdo? Considere o modelo

log(saldrioh) = (By + 8, feminino) + (B, + 8, feminino)educ + u. (1.16)

Se fizermos feminino = 0 em (7.16), veremos que o intercepto de homens € B, enquanto a incli-
nacdo na educagio dos homens € B,. Para as mulheres, usamos feminino = 1; assim, o intercepto para
as mulheres serd B8, + &, e a inclinagdo serd 3, + 8,. Portanto, §, mede a diferenca nos interceptos
entre mulheres e homens, enquanto 8, mede a diferenca no retorno da educag@o entre mulheres e
homens. Dois dos quatro casos dos sinais de d, € 6, sdo apresentados na Figura 7.2.

O grafico (a) mostra o caso em que o intercepto das mulheres estd abaixo do intercepto dos
homens, enquanto a inclinagao da linha € menor para as mulheres do que para os homens. Isso signi-
fica que as mulheres ganham menos que os homens em todos os niveis de educagio, € a diferenca
aumenta conforme educ se torna maior. No gréafico (b), o intercepto das mulheres esta abaixo do inter-
cepto dos homens, mas a inclinagao da educagdo € maior para as mulheres. Isso significa que as mulhe-
res ganham menos que os homens em baixos niveis de educagéo, mas a diferenca diminui conforme a
educagiio aumenta. Em algum ponto, uma mulher ganhard mais que um homem, dado o mesmo nivel
de educagio (e esse ponto € facilmente encontrado, dada a equagdo estimada).

Como podemos estimar o modelo (7.16)? Para aplicar o MQO, devemos escrever o modelo com
uma interagdo entre feminino € educ:

log(saldrioh) = By + &, feminino + B educ + &, feminino - educ + u. (21.17)
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Figura 7.2 -
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Os pardmetros agora podem ser estimados a partir da regressao de log(saldrioh) sobre feminino,
educ ¢ feminino-educ. A obtengio do termo de interagdo € facil com o uso de qualquer programa de
regressdo. N@o se assuste com a natureza estranha de feminino-educ, que sera zero para qualquer
homem na amostra e igual ao nivel de educagio de qualquer mulher na amostra.

Uma hipétese importante € que o retorno da educagio € o mesmo para mulheres e homens. Em
termos do modelo (7.17), isso € declarado como Hy: 6, = 0, o que significa que a inclinagda de
log(saldrioh) em relagio a educ € a mesma para homens € mulheres. Observe que esta hipétese ndo faz
nenhuma restrigdo sobre a diferenga nos interceptos, 8,. Um diferencial de saldrios entre homens e
mulheres € admitido nessa hipétese nula, mas ele deve ser o mesmo em todos os niveis de educagio.
Essa circunstancia € descrita pela Figura 7.1.

Também estamos interessados na hipétese de que os salarios médios sdo idénticos para homens e
mulheres que tenham os mesmos niveis de educag@o. Isso significa que 8, € 8§, devem ambos ser zero
sob a hip6tese nula. Na equacao (7.17) precisamos usar um teste F para testar H,: 8, = 0, 8, = 0. No
modelo com apenas uma diferenca de interceptos, rejeitamos essa hipétese, pois Hy,: 8, = 0 é comple-
tamente rejeitada contra H;: §, < 0.
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¢ ;EXEMPLO 7.10
(Equacado do Log dos Salarios-Hora)

Adicionemos termos quadraticos de experiéncia e permanéncia & equacdo (7.17):

log(saldrioh) = 0,389 — 0,227 feminino + 0,082 educ
(0,119) (0,168) (0,008)

— 0,0056 feminino - educ + 0,029 exper — 0,00058 exper?

(0,0131) (0,005) (0,00011) (2.18)
+ 0,032 perm — 0,00059 perm?
(0,007) (0,00024)

n = 526, R> = 0,441.

O retorno estimado da educagdo dos homens nesta equacao é 0,082, ou 8,2%. Para mulheres, o retorno é
0,082 — 0,0056 = 0,0764, ou cerca de 7,6%. A diferenga, —0,56%, ou pouco mais de meio ponto per-
centual a menos para as mulheres, nao é economicamente grande nem estatisticamente significante: a esta-
tistica t & —0,0056/0,0131 =~ —0,43. Assim, concluimos que ndo ha comprovaco contra a hipétese de que
0 retorno da educacao seja 0 mesmo para homens e mulheres.
O coeficiente de feminino, embora permaneca economicamente grande, ndo é mais significante aos
niveis convencionais (t = —1,35). Seu coeficiente e a estatistica ¢ na equacdo sem a interacdo eram —0,297
e —8,25, respectivamente [veja a equagdo (7.9)]. Devemos agora concluir que ndo existe evidéncia estatisti-
camente significante de salarios mais baixos para mulheres nos mesmos niveis de educ, exper e perm? Isso
! seria um erro grave. Como adicionamos a interagdo feminino-educ a equacio, o coeficiente de feminino é
; agora estimado com muito menos precisdo do que na equagao (7.9): o erro-padrdo aumentou em quase cinco
vezes (0,168/0,036 = 4,67). A razao disto é que feminino e feminino-educ sio altamente correlacionados
na amostra. Neste exemplo, existe uma maneira proveitosa de pensar sobre a multicolinearidade: na equacio
(7.17) e na equagdo mais geral estimada em (7.18), 8, mede o diferencial de salarios entre mulheres e homens
quando educ = 0. Como nao existe ninguém na amostra com anos de educagdo sequer proximé de zero, ndo
é surpreendente que temos muito trabalho para estimar o diferencial em educ = 0 (tampouco o diferencial
em zero anos de educagao é muito informativo). Mais interessante seria estimar o diferencial por género no,

- digamos, nivel médio de educacdo da amostra (cerca de 12,5). Para fazer isso temos que substituir femini-
no-educ por feminino-(educ — 12,5) e computar novamente a regressdo; isso muda apenas o coeficiente de
feminino e seu erro-padrao. (Veja o Exercicio 7.15.)

Se computarmos a estatistica £ de Hp: 89 = 0, 8; = 0, obteremos F = 34,33, que é um enorme valor
para uma variavel aleatdria £ com numerador g/ = 2 e denominador g/ = 518: o p-valor é zero até quatro
casas decimais. No final, preferimos o modelo (7.9), que considera um diferencial de salarios constante entre
mulheres e homens.

- Como vocé ampliaria 0 modelo estimado em (7.18) para possibilitar que o retorno de perm diferencie por
género?

[Lanl
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Como um exemplo mais complicado envolvendo intera¢des, examinamos agora os efeitos da raga
e da composigao racial das cidades sobre os saldrios dos jogadores de beisebol da liga principal desse
esporte nos Estados Unidos.

EXEMPLO 7.11
(Efeitos da Raca sobre os Salarios dos Jogadores de Beisebol)

A equacao seguinte é estimada para os 330 jogadores de beisebol da liga principal das cidades onde estao
disponiveis estatisticas sobre a composicdo racial. As varidveis negro e hispan sao indicadores binarios dos
jogadores individuais. (O grupo base é formado pelos jogadores brancos.) A varidvel porcnegro é a percen-
tagem de negros na cidade da equipe, enquanto porchisp é a percentagem de hispanicos. As outras varia-
veis indicam aspectos da produtividade e da longevidade dos jogadores. Neste caso, estamos interessados
no efeito da raca apds termos controlado esses fatores.

Além de termos incluido negro e hispan na equacao, adicionamos as interagdes negro-porcnegro e
hispan-porchisp. A equagao estimada é

log(saldrio) = 10,34 + 0,0673 anos + 0,0089 jogosano
(2,18) (0,0129) (0,0034)
+ 0,00095 rebmed + 0,0146 hrunano + 0,0045 rbisyr
(0,00151) (0,0164) (0,0076)
+ 0,0072 runsano + 0,0011 perccap + 0,0075 porcest (7.19)
(0,0046) (0,0021) (0,0029)

— 0,198 negro — 0,190 hispan + 0,0125 negro - porcnegro
(0,125) (0,153) (0,0050)

+ 0,0201 hispan - porchisp, n = 330, R* = 0,638.
(0,0098)

Primeiro, devemos verificar se as quatro varidveis raciais, negro, hispan, negro-porcnegro e hispan-porchisp
sdo conjuntamente significantes. Usando os mesmos 330 jogadores, o R-quadrado quando as quatro varia-
veis raciais sao eliminadas é 0,626. Como existem quatro restricdes e g/ = 330 — 13 no modeio sem res-
tricOes, a estatistica F esta em torno de 2,63, o que produz um p-valor de 0,034. Assim, essas varidveis s&o
conjuntamente significantes ao nivel de 5% (embora nao o sejam ao nivel de 1%).

Como interpretaremos os coeficientes das variaveis raciais? Na discussao seguinte, todos os fatores de
produtividade s3o mantidos fixos. Primeiro, considere o que acontece com jogadores negros, mantendo fixo
porchisp. O coeficiente —0,198 de negro literalmente significa que se um jogador negro estiver em uma
cidade onde nao haja negros (porcnegro = 0), entdo o jogador negro ganhara cerca de 19,8% menos do
que um jogador branco nas mesmas condicdes. Na medida em que porcnegro aumenta — o que significa que
a populagao branca diminui, ja que porchisp é mantida fixo — os salarios dos negros aumentam comparado
aos dos brancos. Em uma cidade com 10% de negros, log(sa/ério) dos negros comparado com o dos bran-
cos € —0,198 + 0,0125(10) = —0,073, ou seja, os salarios dos negros serdo cerca de 7,3% menores
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gue os dos brancos em tal cidade. Quando porcnegro = 20, os negros ganham cerca de 5,2% mais que 0s
brancos. A maior percentagem de negros em uma cidade esta em torno de 74% (Detroit).

De forma semelhante, os hispanicos ganham menos que os brancos em cidades com um baixo percen-
tual de hispanicos. Mas podemos facilmente encontrar o valor de porchisp que torna o diferencial entre bran-
cos e hispanicos igual a zero: ele deve ser —0,190 + 0,0201 porchisp = 0, o que produz porchisp = 9,45.
Em cidades nas quais a percentagem de hispanicos for menor que 9,45%, é possivel prever que os hispani-
cos ganhardo menos que os brancos (para uma determinada populagdo de negros), e o oposto é verdadeiro
se 0 nlimero de hispanicos estiver acima de 9,45%. Doze das vinte e duas cidades representadas na amostra
possuem populagdo hispanica menor que 6% da populagdo total. A maior percentagem de hispanicos esta
em torno de 31%.

Como interpretar esses resultados? Nao podemos simplesmente alegar que existe discriminagdo con-
tra negros e hispanicos, porque as estimativas indicam que os brancos ganham menos que os negros e os
hispanicos em cidades densamente povoadas por minorias. A importancia da composi¢do racial de uma cida-
de sobre os salarios pode ser devida as preferéncias dos jogadores: talvez os melhores jogadores negros
vivam em cidades com mais negros e os melhores jogadores hispanicos tendam a viver em cidades com
maior concentracao de hispanicos. As estimativas em (7.19) nos possibilitam determinar a presenca de algu-
ma relacao, mas nao temos condigoes de fazer a distingdo entre essas duas hipdteses.

H
v
#

Verificacio de Diferencas nas Funcdes de Regressio entre Grupos

Os exemplos anteriores ilustram que a interagdo de varidveis dummy com outras varidveis
independentes pode ser uma ferramenta poderosa. Algumas vezes, queremos testar a hipétese nula
de que duas populagdes, ou grupos, seguem a mesma fungio de regressao, contra a hipdtese alternativa de
que uma ou mais das inclinagdes diferem entre os grupos. Também veremos exemplos disso no
Capitulo 13, quando discutiremos o agrupamento de diferentes cortes transversais ao longo do tempo.

Suponha que queiramos testar se 0 mesmo modelo de regressdo descreve a nota média no curso
superior de atletas universitdrios masculinos e femininos. A equagdo ¢é

nmgradac = B, + B,sat + B.emperc + Bitothrs + u,

onde sat é a nota obtida no exame de ingresso em curso superior, emperc é o percentil da classificagdo
no ensino médio, e rothrs é o total de horas do curso superior. Sabemos que para considerar uma dife-
renca nos interceptos podemos incluir uma varidvel dummy para masculino ou feminino. Se quisermos
que qualquer uma das inclinagdes dependa do género, simplesmente fazemos a interagdo da variavel
apropriada com, digamos, feminino, e a incluimos na equagao.

Se estivermos interessados em verificar se existe qualquer diferenga entre homens € mulheres,
entdo devemos admitir um modelo no qual o intercepto e todas as inclinag8es possam ser diferentes
entre os grupos:

nmgradac = By + 6y feminino + Bsat + 8, feminino - sat + B,emperc
(7.20)

+ 8, feminino * emperc + Bstothrs + 8, feminino * tothrs + u.
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O parametro J, € a diferenga nos interceptos entre mulheres € homens, 6, € a diferenca de incli-
nac¢des em relagdo a sat entre mulheres e homens, € assim por diante. A hipétese nula de que nmgradac
segue 0 mesmo modelo para homens e mulheres é escrita como

Hy: 8,=0,8, = 0,8, = 0,8, = 0. ' (1.21)

Se um dos §; for diferente de zero, entdo os modelos sdo diferentes para homens e mulheres.
Utilizando os dados do arquivo GPA3.RAW, o modelo completo € estimado como

nmgrradac - 1,48 — 0,353 feminino + 0,0011 sat + 0,00075 feminino * sat
(0,21) (0,411) (0,0002) (0,00039)

— 0,0085 emperc — 0,00055 feminino - emperc + 0,0023 tothrs
(0,0014) (0,00316) (0,0009) (21.22)

— 0,00012 feminino - tothrs
(0,00163)

n = 366, R* = 0,406, R* = 0,394.

A variavel dummy feminino e todos os termos de interagdo nio sdo muito significantes; somente
a interagdo feminino-sat tem uma estatistica ¢ préxima de dois. Entretanto, sabemos que néo devemos
confiar nas estatisticas t individuais para testar uma hipétese conjunta como (7.21). Para computar a
estatistica F devemos estimar o modelo restrito, que resulta da eliminagdo de feminino e de todas as
interagdes; 1sso produz um R* (0 R restrito) em torno de 0,352, de modo que a estatistica F estd em
torno de 8,14; o p-valor € zero até cinco casas decimais, o que nos leva a rejeitar completamente (7.21).
Assim, os modelos que especificam nmgradac de atletas masculinos € femininos sdo difercntes, embo-
ra cada termo em (7.22), que permitem que homens e mulheres sejam diferentes, sejam individualmen-
te ndo significantes ao nivel de 5%.

O grande erro-padrio da varidvel feminino e os termos de interagio tornam dificil dizer com pre-
cisdo como diferem homens e mulheres. Precisamos ter muito cuidado na interpretagdo da equagdo
(7.22). pois, na obtengio das diferengas entre homens e mulheres, os termos de interagdo devem ser
levados em conta. Sc¢ olharmos somente a varidvel feminino, concluiremos erroneamente que rungradac

¢ cerca de 0,353 menor para mulheres do que para homens, mantendo fixos os outros fatores. Estaé a

diferenca estimada somente quando sat, emperc e tothrs sdo definidas como zero, o que ndo € um cené-
rio interessante. Com sat = 1.100, emperc = 10 e tothrs = 50, a diferenga prevista entre uma mulher
e um homem é —0,353 + 0,00075 (1.100) — 0,00055(10) — 0,00012(50) = 0,461. Ou seja, € possi-
vel prever que a atleta feminina tem nmgradac quase meio ponto mais alta que um atleta masculino
nas mesmas condigoes.

Em um modelo com trés varidveis, sat, emperc e tothrs, é muito simples adicionar todas as inte-
ragbes para testar diferencas entre grupos. Em alguns casos, muito mais varidveis explicativas estdo
envolvidas, e portanto € conveniente termos uma maneira diferente de computar a estatistica. A soma
dos residuos quadrados da estatistica F pode ser computada facilmente mesmo quando muitas vari-
veis independentes estdo envolvidas.
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No modelo geral com k vanidveis explicativas e um intercepto, suponha que temos dois grupos,
que chamaremos de g = 1 e g = 2. Gostariamos de verificar se o intercepto e todas as inclinagdes sdo
os mesmos nos dois grupos. Escreva o modelo como

y= ﬁg.() + ﬁg'lxl + Bg‘zxz + ..+ Bg,kxk 4+ U, ‘7-23)

para g = 1 e g = 2. A hipétese de que cada beta em (7.23) € o mesmo nos dois grupos envolve k + 1 res-
tricoes (no exemplo de nmgradac, k + 1 = 4). O modelo sem restri¢des, que pode ser entendido como
tendo uma varidvel dummy de grupo e k termos de interagdo, além do intercepto e das préprias variaveis,
tem n — 2(k + 1) graus de liberdade. [No exemplo da nmgradac, n — 2(k + 1) = 366 — 2(4) = 358.]
Até aqui, n3o ha nenhuma novidade. A percepcao basica € que a soma dos residuos quadrados do
modelo sem restri¢cdes pode ser obtida de duas regressdes separadas, uma para cada grupo. Seja SQR,
a soma dos residuos quadrados obtida ao estimar (7.23) para o primeiro grupo; isso envolve n, obser-
vagdes. Seja SQR, a soma dos residuos quadrados obtida ao estimar o modelo usando o segundo grupo
(n» observagoes). No exemplo anterior, se o grupo 1 for de mulheres, n, = 90 e n, = 276. Agora, a
soma dos residuos quadrados do modelo sem restri¢oes € simplesmente SQR;, = SQR, + SQR,. A soma
dos residuos quadrados restrita € somente a SQR do agrupamento dos grupos e da estimativa de uma
tinica equagdo, digamos SQR ,. Uma vez calculados esses termos, computamos a estatistica F da forma

habitual: ‘

_[SQR, — (SQR, + SQR,)] [n—2(k+ 1)]
B SQR, + SQR, k+ 1

(2.24)

onde n é o nimero fotal de observagoes. Esta estatistica F especifica € usualmente chamada em eco-
nometria de estatistica de Chow. Como o teste de Chow € apenas um teste F, ele sé é valido sob
homoscedasticidade. Em particular, sob a hipétese nula, as variancias dos erros dos dois grupos devem
ser iguais. Como sempre, a normalidade niio ¢ necessdria para a andlise assimptética.

Para aplicarmos a estatistica de Chow no exemplo de ningradac, precisamos da SQR da regres-
sdo que reuniu os grupos: ela € SQR,, = 85,515. A SQR das 90 mulheres na amostra € SQR, = 19,603
e a SQR dos homens é SQR, = 58,752. Portanto, SQR;, = 19,603 + 58,752 = 78,355. A estatistica
F é [(85.515 — 78,355)/78,355](358/4) = 8,18; naturalmente, sujeito ao erro de arredondamento, isso
€ o que obtemos usando a forma R-quadrado do teste nos modelos com e sem os termos de interagdo.
(Uma adverténcia: nio existe uma forma R-quadrado simples do teste se regressdes separadas forem
estimadas para cada grupo; a forma R-quadrado do teste podera ser usada somente se tiverem sido
incluidas interagdes para criar o modelo sem restri¢des.)

Uma limitagdo importante do teste de Chow, independentemente do método usado para imple-
menté-lo, € a hipétese nula ndo permitir nenhuma diferenca entre os grupos. Em muitos casos, € mais
interessante considerar uma diferencga nos interceptos entre os grupos e depois verificar as diferengas
das inclinagdes; vimos uma ilustracio disso na equagdo salarial no Exemplo 7.10. H& duas maneiras
de fazermos com que os interceptos difiram sob a hipétesc nula. Uma delas € incluir a dummy do grupo
e todos os termos de intera¢do, como na equagdo (7.22), mas apenas testar a significincia conjunta dos
termos de interagio. A segunda € calcular uma estatistica ' como na equag@o (7.24), mas onde a soma
dos quadrados restrita, chamada “SQR,” na equacdo (7.24), € obtida pela regressao que permite
somente um deslocamento do intercepto. Em outras palavras, computamos uma regressdo agrupada e
apenas incluimos as variaveis dummy que distinguem os dois grupos. No exemplo da nota média do
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curso superior, fazemos a regressio de nmgradac sobre feminino, sat, emperc e tothrs, usando os dados
dos alunos-atletas femininos ¢ masculinos. No exemplo de nmgradac, usamos o primeiro método, e
assim a hip6tese nula é Hy: 8; = 0, 8, = 0, 83 = 0 na equagdo (7.20). (§, ndo € restrita sob a hipéte-
se nula.) A estatistica F para essas trés restri¢des estd em tormo de 1,53, o que produz um p-valor igual

a 0,205. Portanto, nio rejeitamos a hipétese nula.
A impossibilidade de rejeitar a hipétese de que os pardmetros que multiplicam os termos de inte-
racao sdo todos zero sugere que o melthor modelo permite somente uma diferenga de interceptos:

nmgradac = 1,39 + 0,310 feminino + 0,0012 sar — 0,0084 emperc
(0,18) (0,059) (0,0002) (0,0012)
+ 0,0025 tothrs (7.25)
(0,0007)
n = 366, R* = 0,398, R? = 0,392,

) )

Os coeficientes das inclinagoes em (7.25) estdo préximos daqueles do grupo base (homens) em (7.22);
a eliminagdo das interagdes altera pouca coisa. Porém, feminino em (7.25) € altamente significativa:
sua estatistica 7 estd acima de cinco, sugerindo que, em determinados niveis de sat, emperc e totkrs.
uma atleta mulher tem uma nmngradac prevista que ¢ 0,31 pontos mais alta que a de um atleta homem.
Essa €, de fato, uma diferenca importante.

7.5 UMA VARIAVEL DEPENDENTE BINARIA: O MODELO
DE PROBABILIDADE LINEAR

Al€ agora, aprendemos bastante sobre as propriedades e a aplicabilidade do modelo de regressic
linear miltipla. Nas tltimas segdes, estudamos como podemos incorporar informacdes qualitativas,
por exemplo, varidveis explicativas em um modelo de regressio miiltipla, por meio do uso de varii-
veis independentes bindrias. Em todos os modelos vistos até agora, a varidvel dependente y teve um
significado quantitativo (por exemplo, y € um montante em délares, uma pontuag¢do em um teste, uma
percentagem, ou seus logs). O que acontece se quisermos usar regressao multipla para explicar um
evento qualitativo?

No caso mais simples o evento que gostariamos de explicar, e que aparece com muita freqiiépcia
na prdtica, ¢ um resultado binario. Em outras palavras, nossa varidvel dependente, y, assume somente
um dos dois valores: zero ou um. Por exemplo, y pode ser definido para indicar se um adulto concluiu
o ensino médio; y pode indicar se um aluno do curso superior usou drogas ilegais durante determina-
do ano escolar; ou y pode indicar se uma empresa foi absorvida por outra durante determinado ano. Em
cada um desses exemplos, podemos definir que y = 1 represente um dos resultados e y = 0, o outro.

Isso significaria escrever um modelo de regressdao multipla, tal como

y= ﬁO + ,lel + ...+ kak + u, (7.26)

quando y for uma varidvel bindria? Como y pode assumir somente dois valores, 8, ndo pode ser inter-
pretado como a mudanga em y devido ao aumento de uma unidade em x;, mantendo fixos todos os
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outros fatores: y somente muda de zero para um ou de um para zero. No entanto, os coeficientes B,
ainda t€m interpretagdes tteis. Se assumirmos que a hipétese de média condicional zero RLM.3 € vili-
da, isto €, E(ulx,,....x;) = 0, entdo teremos, como sempre,

E(y|x) = Bo + Bix; + ... + Bixp

onde x € uma forma abreviada que representa todas as varidveis explicativas.

O ponto principal é que, quando y é uma varidvel bindria assumindo os valores zero € um, € sem-
pre verdade que P(y = 1|x) = E(y|x): a probabilidade de “sucesso” — isto €, a probabilidade de que
y = 1 — € a mesma do valor esperado de y. Assim, temos a importante equagao

P(y = 1|x) = Bo + Byx; + ... + Bixss (2.27) '

que mostra a probabilidade de sucesso, digamos, p(x) = P(y = 1|x), uma fungdo linear de x;. A
equagdo (7.27) é um exemplo de modelo de resposta binaria, e P(y = 1|x) também € chamado de
probabilidade de resposta. (Trataremos de outros modelos de resposta bindria no Capitulo 17.)
Como a soma das probabilidades deve ser um, P(y = Ojx) =1 — P(y = I|x) também € uma fun-
¢do linear de x;.

O modelo de regressio linear miiltipla com uma varidvel dependente bindria é chamado de modelo
de probabilidade linear (MPL) porque a probabilidade de resposta € linear nos pardmetros 3;. No MPL,
B; mede a mudanca na probabilidade de sucesso quando x; muda, mantendo fixos os outros fatores:

AP(y = 1jx) = B; Ax, (2.28)

Com isso em mente, o modelo de regressdo miiltipla pode nos permitir estimar o efeito de diversas
varidveis explicativas sobre eventos qualitativos. A mecénica do MQO € a mesma de antes.
Se escrevermos a equacgao estimada como

y=BotBix + .o + Brxp

temos que nos lembrar que § é a probabilidade de sucesso prevista. Portanto, B(, ¢ a probabilidade de
sucesso prevista quando cada x; € definido como zero, o que pode, ou nio, ser interessante. O coefi-
ciente de inclinagao 3, mede a mudanga prevista na probabilidade de sucesso quando x, aumenta cm
uma unidade.

Para interpretarmos corretamente um modelo de probabilidade linear, precisamos saber o que
constitui um “sucesso”. Assim, € uma boa idéia dar a varidvel dependente um nome que descreva o
evento y = 1. Como exemplo, definamos naft (“na forga de trabalho”) como uma variavel bindria indi-
cando a participagao na for¢a de trabalho de uma mulher casada, durante 1975: naft = 1 se a mulher
informar ter trabalhado com remunerag@o fora de casa em algum periodo do ano, e zero, caso contra-
rio. Assumimos que a participagdo na forga de trabalho depende de outras fontes de renda, inclusive a
renda do marido (nesprend, expressa em milhares de délares), anos de estudo (educ), experiéncia ante-
rior no mercado de trabalho (exper), idade, nimero de filhos menores de seis anos (crianmed6) e
ndmero de filhos entre 6 e 18 anos (crianma6). Utilizando os dados de Mroz (1987), estimamos o
seguinte modelo de probabilidade linear, no qual 428 das 753 mulheres da amostra informam terem
estado na forga de trabalho em algum periodo do ano de 1975:
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 Relagdo estimada entre a probabilidade de estar Tia fort; le trabalho e anos de educagdo, com

outras vanavels exphcanvas ﬁxas

Probabilidade
de Participacgio
na Forga de
Trabalho

05 —— — — — — — — = — — — — - — — — — — — — — —

inclinagio = 0,038

\

0 -
/384 educ
-0, 146

naft = 0,586 — 0,0034 nesprend + 0,038 educ + 0,039 exper

(0,154) (0,0014) (0,007) (0,006)
— 0,00060 exper2 - 0,016 idade — 0,262 crianmed6 + 0,0130 crianma6 (2.29)
(0,00018) (0,002) (0,034) (0,0132)
= 753, R* = 0,264.

Usando as estatisticas t habituais, todas as varidveis em (7.29) exceto crianma6 sdo estatisticamente
significantes, e todas as varidveis significantes tém os efeitos que esperariamos baseados na teoria eco-
ndémica (ou no bom senso). : '

Para interpretar as estimativas, devemos nos lembrar que uma alterago na varidvel independente
muda a probabilidade de que naft = 1. Por exemplo, o coeficiente de educ significa que, tudo o mais
em (7.29) mantido fixo, mais um ano de educagdo, aumenta a probabilidade de participag¢do na for¢a
de trabalho em 0,038. Se interpretarmos €ssa equagdo literalmente, mais dez anos de educagdo aumen-
tardao a probabilidade de estar na forga de trabalho em 0,038(10) = 0,38, o que é um aumento bastante
grande em uma probabilidade. A relagio entre a probabilidade de participagdo na forga de trabalho e educ
estd tragada na Figura 7.3. As outras varidveis independentes sdo fixadas nos valores nesprend = 50,
exper = 35, idade = 30, crianimed6 = 1 e crianma6 = 0, para fins ilustrativos. A probabilidade previs-
ta € negativa até que o nivel de educagdo iguale 3,84 anos. Isso ndo deve causar muita preocupago
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porque, na amostra, nenhuma mulher tem menos de cinco anos de estudo. O nivel de educagio mais
alto informado € de 17 anos, e isso leva a uma probabilidade prevista de 0,5. Se definissemos as outras
varidveis independentes com diferentes valores, a gama de probabilidades previstas se alteraria.
Contudo, o efeito marginal de mais um ano de educagao na probabilidade de participagdo na forga de
trabalho sera sempre 0,038.

O coeficiente de nesprend sugere que, se Anesprend = 10 (o que significa um aumento de 10.000
délares), a probabilidade de que uma mulher esteja na forca de trabalho diminui em 0,034.

Esse ndo € um efeito especialmente grande, considerando que um aumento na renda de 10.000
délares € bastante significativo em termos de délares de 1975. A experiéncia foi incluida como um
termo quadratico para possibilitar que o efeito da experiéncia anterior tenha um efeito decrescente na
probabilidade de participacdo na for¢a de trabalho. Mantendo fixos outros fatores, a mudanga estima-
da na probabilidade serd aproximadamente 0,039 — 2(0,0006)exper = 0,039 — 0,0012 exper. O ponto
no qual a experiéncia anterior nao tem efeito sobre a probabilidade de participagio na forca de traba-
lho € 0,039/0,0012 = 32,5, que € um alto nivel de experiéncia: somente 13 das 753 mulheres na amos-
tra t€ém mais de 32 anos de experiéncia.

Ao contrério do nimero de filhos mais velhos, o nimero de filhos mais novos tem um enorme
impacto na participagao na for¢a de trabalho. Ter mais um filho com menos de seis anos de idade reduz
a probabilidade de participagdo na for¢a de trabalho em —0,262, nos niveis dados das outras varidveis.
Na amostra, pouco menos de 20% das mulheres t€m pelo menos um filho nessa faixa de idade.

Este exemplo ilustra o quanto € fécil estimar e interpretar os modelos de probabilidade linear,
mas também destaca algumas de suas deficiéncias. Primeiro, € facil verificar que, se agregarmos cer-
tas combinagdes de valores das varidveis independentes em (7.29), podemos obter previsGes menores
que zero ou maiores que um. Como estamos falando de probabilidades previstas, e probabilidades
devendo estar entre zero e um, isso pode ser um pouco complicado. Por exemplo, qual seria o senti-
do de prever que uma mulher esta na forga de trabalho com uma probabilidade de —0,10? Alids, das
753 mulheres na amostra, 16 dos valores estimados usando (7.29) sao menores que zero, € 17 dos
valores estimados sio maiores que um.

Um problema relacionado € que a probabilidade nio pode ser linearmente relacionada com as varia-
veis independentes em todos os seus possiveis valores. Por exemplo, a equagio (7.29) prevé que o efeito
de passar de zero filho para um filho menor de seis anos reduz a probabilidade de trabalhar em 0,262.
Essa também € a redugio se a mulher passar de um filho para dois. Pareceria mais realista que o primei-
ro filho reduzisse a probabilidade em grande escala, enquanto os filhos subseqiientes tivessem um efeito
marginal menor. De fato, quando levada ao extremo, a equagdo (7.29) sugere que passar de zero para
quatro filhos reduz a probabilidade de trabalhar em Andft = 0,262(Acrianmed6) = 0,262(4) = 1,048, o
que € impossivel.

Mesmo com esses problemas, o modelo de probabilidade linear € util e freqiientemente aplicado
em economia. Normalmente, ele funciona bem com os valores das varidveis independentes que estejam
préximos das médias na amostra. No exemplo da participagéo na forga de trabalho, ndo existe nenhuma
mulher na amostra que tenha quatro filhos menores de seis anos; alids, somente trés mulheres tém trés
filhos pequenos. Mais de 96% das mulheres néo tém filhos ou tm apenas um, e assim provavelmente
deveriamos restringir nossa aten¢do neste caso, quando interpretarmos a equagio estimada.

Probabilidades previstas fora do intervalo da unidade sao um pouco problemadticas quando queremos
fazer previsdes, mas muito raramente esse é o ponto central de uma andlise. Normalmente, quere-
mos saber o efeito ceteris paribus de certas varidveis sobre a probabilidade.

Devido a natureza bindria de y, o modelo de probabilidade linear infringe uma das hipéteses de
Gauss-Markov. Quando y é uma varidvel bindria, sua variancia, condicional em x, €
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Var(y|x) = p@)[1 — px)],  (1.30)

onde p(x) ¢ uma forma abreviada da probabilidade de sucesso: p(x) = By + B1x; t ... + BiXy.

Isso significa que, com excecdo do caso em que a probabilidade ndao depende de qualquer das
varidveis independentes, deve haver heteroscedasticidade no modelo de probabilidade linear. Sabemos,
do Capitulo 3, que isso ndo causa vi€s nos estimadores MQO de §;. Entretanto, sabemos também, dos
Capitulos 4 e 5, que a homoscedasticidade € crucial para justificar as estatisticas ¢ e F habituais, mesmo
em amostras grandes. Como os erros-padrdo em (7.29) ndo sdo, de forma geral, vélidos, devemos usa-los
com cuidado. Mostraremos como corrigir os erros-padrao quanto a heteroscedasticidade no Capitulo 8.
Em muitas aplicagdes, as estatisticas MQO habituais ndo ficam muito distorcidas, e ainda € aceitavel no
trabalho aplicado apresentar uma andlise MQO padrdo de um modelo de probabilidade linear.

EXEMPLO 7.12
(Um Modelo de Probabilidade Linear de Prisoes)

Fagamos pris86 ser uma variavel bindria igual a unidade se um homem foi preso durante o ano de 1986, e
Zero caso contrario. A populacao é um grupo de homens na Califérnia nascidos em 1960 ou 1961 que tenham
sido presos pelo menos uma vez antes de 1986. Um modelo de probabilidade linear para descrever pris86 é

pris86 = B, + B,pcond + B.sentmed + Bitemptot + B ptemp86 + Bsempr86 + u,

onde pcond é a propor¢do de condenagdes anteriores, sentmed € a duracao média da sentenca por conde-
nagdes anteriores (em meses), temptot é o numero de meses passado na prisao desde os 18 anos de idade
antes de 1986, ptemp86 € o ndmero de meses passados na prisdo durante 1986, e empr86 € 0 nimero de
trimestres (0 a 4) que o homem esteve legalmente empregado em 1986.

Os dados que usamos estdo no arquivo CRIME1.RAW, o mesmo conjunto de dados usado para o
Exemplo 3.5. Neste caso, usamos uma variavel dependente binaria, porque somente 7,2% dos homens da
amostra foram presos mais de uma vez. Cerca de 27,7% foram presos pelo menos uma vez durante 1986.
A equacdo estimada é

pris86 = 0,441 — 0,162 pcond + 0,0061 sentmed — 0,0023 temptot

(0,017) (0,021) (0,0065) (0,0050)
~ 0,022 ptemp86 — 0,043 empr86 (7.31)
(0,005) (0,005)

n = 2725, R* = 0,0474.

O intercepto 0,441 é a probabilidade esperada de prisao de alguém que ndo tenha sido condenado (e por-
tanto pcond e sentmed sdo ambas zero), nao tenha passado tempo na prisdo desde a idade de 18 anos,
ndo tenha passado tempo na prisdo em 1986, e esteve desempregado durante o ano inteiro. As varidveis
sentmed e temptot ndo sdo significantes tanto individual como conjuntamente (o teste F produz p-valor
= 0,347), e sentmed terd um sinal antiintuitivo se sentencas mais longas supostamente desencorajarem
a criminalidade. Grogger (1991), utilizando um conjunto ampliado desses dados e métodos econométricos
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%

% EXEMPLO 7.12 (continuagéo)

. diferentes, verificou que temptot tem um efeito positivo estatisticamente significante sobre as prisdes e con-
- cluiu que temptot & um indicador do capital humano construido em torno de atividades criminais.

0 aumento da probabilidade de condenagdo nao reduz a probabilidade de prisGes, mas precisamos ser
cuidadosos gquando interpretarmos a magnitude do coeficiente. A varidvel pcond é uma proporcao entre zero
e um; assim, a alteragéo de pcond de zero para um significara mudar de ndo haver possibilidade de ser con-
denado para ser condenado com certeza. Mesmo essa grande mudanca reduz a probabilidade de ser preso
em somente 0,162; aumentando pcond em 0,5 decresce a probabilidade de ser preso em 0,081.

0 efeito das prisdes é dado pelo coeficiente de ptemp86. Se um homem estiver na cadeia ele nio
pode ser preso. Como ptemp86 é medido em meses, seis meses a mais na prisao reduzem a probabilidade
de ser preso em 0,022(6) = 0,132. A equagao (7.31) fornece outro exemplo no qual o modelo de proba-
bilidade linear ndo pode ser verdadeiro em toda a amplitude das variaveis independentes. Se um homem
esteve preso durante todos os doze meses do ano de 1986, ele ndo pdde ser preso nesse ano. Definindo
todas as outras varidveis iguais a zero, a probabilidade prevista de prisdo quando temp86 = 12 sera
0,441 — 0,022(12) = 0,177, que é diferente de zero. Mesmo assim, se partirmos da probabilidade
incondicional de prisao, 0,277, doze meses na prisdo reduzem a probabilidade a praticamente zero:
0,277 — 0,022(12) = 0,13.

Finalmente, o emprego reduz a probabilidade de ser preso de maneira significante. Com todos os outros
fatores mantidos fixos, um homem empregado em todos os quatro trimestres tem 0,172 menos probabilidade
de ser preso do que outro desempregado.

Também podemos incluir varidveis dummy independentes em modelos com variavel dummy

dependente. O coeficiente mede a diferenga prevista na probabilidade quando a varidvel dummy vai de
zero a um. Por exemplo, se adicionarmos duas dumimies de raga, negro e hispan, a equacao sobre pri-
sdes, obteremos

pris86 = 0,380 — 0,152 pcond + 0,0046 sentmed — 0,0026 temptot

(0,019) (0,021) (0,0064) (0,0049)
— 0,024 ptemp86 — 0,038 empr86 + 0,170 negro + 0,096 hispan
(0,005) (0,005) (0,024) (0,021) (1.32)

n = 2.725, R* = 0,0682.

O coeficiente de negro significa que, todos os outros fatores iguais, um homem negro tem uma proba-
bilidade 0,17 maior de ser preso que um homem branco (o grupo base). Outra maneira de expressar
isso € dizer que a probabilidade de prisdo é 17 pontos percentuais mais elevada para os negros do que
para os brancos. A diferenca também € estatisticamente significante. De forma semelhante, homens
hispanicos t&ém uma probabilidade 0,096 maior de ser presos que um homem branco.

Qual é a probabilidade de prisdo prevista para um homem negro que nunca tenha sido condenado — por-
tanto pcond, sentmed, temptot e ptemp86 séo todas zero — e que esteve empregado em todos os qua-

© 1ro trimestres de 19867 Isso parece razoavel?
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7.6 UM POUCO MAIS SOBRE ANALISE E AVALIACAO DE POLITICAS E
PROGRAMAS GOVERNAMENTAIS

Vimos alguns exemplos de modelos contendo varidveis dummy que podem ser tteis para a avalia-
¢do das politicas de governo. O Exemplo 7.3 deu um exemplo de avaliagdo de programa governamen-
tal, na qual algumas empresas receberam subsidios para treinamento de pessoal e outras ndo.

Como mencionamos anteriormente, precisamos ser cuidadosos ao avaliarmos programas de
governo, pois na maioria dos exemplos em ci€ncias sociais, os grupos de controle e de tratamento nio
sdo determinados aleatoriamente. Considere novamente o estudo de Holzer et al. (1993), de acordo
com o qual estamos agora interessados no efeito dos subsidios para treinamento de pessoal sobre a pro-
dutividade dos trabalhadores (em contraposi¢io a quantidade de treinamento). A equacdo de interesse €

log(rejei) = By + B,subs + B,log(vendas) + Bslog(empreg) + u,

onde rejei € a taxa de rejei¢do dos produtos da empresa, € as ultimas duas varidveis sdo incluidas como
controles. A varidvel bindria subs indica se a empresa recebeu subsidios para treinamento de pessoal
em 1988.

Antes de examinarmos as estimativas, devemos nos preocupar em saber se os fatores nio obser-
vados que afetam a produtividade dos trabalhadores — tais como os niveis médios de educagio, apti-
ddo, experiéncia e permanéncia no emprego — podem estar correlacionados com o fato de a empresa
ter recebido subsidios. Holzer et al. destacam que os subsidios foram concedidos na ordem de chegu-
da das solicitagdes. Isso ndao € a mesma coisa que distribuir os subsidios de forma aleatoria. Pode ser
que empresas com trabalhadores menos produtivos tenham visto uma oportunidade de melhorar a pro-
dutividade e, portanto, tenham sido mais diligentes na solicitagao de subsidios.

Utilizando os dados contidos no arquivo JTRAIN.RAW de 1988 — quando as empresas foramn
efetivamente qualificadas a receber subsidios — obtemos

log(rejei) = 4,99 — 0,052 subs — 0,455 log(vendas)
(4,66) (0,431) (0,373) | _
+ 0,639 log(empreg) (1.33}
(0,365)

n = 50, R* = 0,072.

(Dezessete das cingiienta empresas receberam subsidios para treinamento, ¢ o indice médio de rejei-
¢ao entre todas as empresas € de 3,47.) A estimativa de —0,052 de subs significa que, para vendas e
empreg dados, as empresas que receberam subsidios t€m indice de rejeicao cerca de 5,2% menor que
o daquelas que nio receberam. Esta € a tendéncia do efeito esperado se os subsidios ao treinamento
forem eficientes, mas a estatfstica ¢ € muito pequena. Assim, desta andlisc de corte transversal, deve-
mos concluir que os subsidios ndo tiveram efeito sobre a produtividade das empresas. Retornaremos a
este exemplo no Capitulo 9 e mostraremos como a adi¢do de informagdes de um ano anterior conduz
a conclusdes bastante diferentes.

Mesmo nos casos em que a anélise das politicas de governo nio envolve a atribui¢do de unida-
des para um grupo de controle e para um grupo de tratamento, devemos ser cuidadosos ao incluirmos
fatores que possam estar sistematicamente relacionados com as varidveis independentes bindrias de
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interesse. Um bom exemplo disso € fazer um teste sobre discriminag@o racial. Raga nao € algo determi-
nado por um individuo ou por administradores governamentais. De fato, raga parece ser um exemplo
perfeito de uma varidvel explicativa exdgena, ja que € determinada quando do nascimento da pessoa.
Porém, por razdes historicas, raca nao € necessariamente exogena: existem diferengas culturais siste-
maticas entre as ragas, e essas diferencas podem ser importantes em um teste sobre a discriminagdo
corrente.

Como um exemplo, considere a possibilidade de fazermos um teste para verificar a discriminacao
na aprovacdo de empréstimos. Se pudermos colher informagdes sobre, digamos, solicitagGes de
empréstimos hipotecdrios individuais, poderemos definir a varidvel dummy dependente aprovado
como igual a um se uma solicita¢io foi aprovada, e zero, caso contrario. Uma diferenca sistematica nas
taxas de aprovagdo entre as ragas serd uma indica¢do de discriminagdo. Porém, como a aprovagio
depende de muitos outros fatores, inclusive renda, riqueza, classificagao do risco de crédito e capaci-
dade de pagamento do empréstimo, devemos controlar esses fatores se neles houver diferengas siste-
maticas entre as ragas. Um modelo de probabilidade linear para testar a discriminagdo pode parecer
com o seguinte: '

aprovado = B, + Bndo-branco + B,renda + Biriqueza + Byriscodecrédito + outros fatores,

A discriminagdo contra as minorias € indicada por uma rejei¢io de Hy: B8, = 0 em favor de
Hy: B, < 0, porque B, é o montante pelo qual a probabilidade de uma pessoa nao-branca obter uma
aprovagdo difere da probabilidade de uma pessoa branca obté-la, dados os mesmos niveis das outras
varidveis na equacdo. Se renda, riqueza etc. forem sistematicamente diferentes entre as ragas, entdo
serd importante controlar esses fatores em uma andlise de regressao multipla.

Outro problema que freqiientemente surge em avaliagdes de politicas e programas de governo ¢
que os individuos (ou empresas ou cidades) escolhem participar ou ndo de certos procedimentos ou
programas. Por exemplo, as pessoas escolhem fazer uso de drogas ilegais ou de bebidas alcodlicas.
Se quisermos examinar os efeitos de tais comportamentos sobre a situagdo de desemprego, a renda,
ou a atividade criminal, deveremos nos preocupar com o fato de que o uso de drogas pode estar cor-
relacionado a outros fatores que possam afetar os resultados do emprego e da criminalidade. Criangas
qualificadas para participar de programas de desenvolvimento da saide infantil sdo incluidas nesses
programas com base na decisdo de seus pais. Como a formagao familiar € levada em conta nas decisdes
desses programas e afeta os resultados dos alunos, devemos controlar esses fatores ao verificarmos seus
efeitos [veja, por exemplo, Currie e Thomas (1995)]. Individuos selecionados por empregadores ou
por agéncias governamentais para participarem de programas de treinamento no emprego podem par-
ticipar ou ndo, e essa decisdo provavelmente ndo serd aleatéria [veja, por exemplo, Lynch (1991)].
Cidades e estados decidem implementar certas leis de controle de armas, € muito provavelmente essa
decisdo estard sistematicamente relacionada a outros fatores que afetam os crimes violentos [veja, por
exemplo, Kleck e Patterson (1993)].

O parégrafo anterior dd exemplos do que, de forma geral, € conhecido como problemas de auto-
selecao em economia. Literalmente, o termo advém do fato de que os individuos se auto-selecionam
para certos procedimentos ou programas: a participa¢do ndo € determinada de forma aleatéria. O termo
€ geralmente usado quando um indicador binério de participagdo puder estar sistematicamente relacio-
nado com fatores ndo-observados. Assim, se escrevermos 0 modelo simples
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y = Bo + Bypartic + u, (7.34)
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onde y € uma varidvel de resultado e partic € uma varidvel bindria igual 4 unidade se o individuo,
empresa ou cidade participa de um procedimento, programa, ou tem certo tipo de lei, entdo estamos
preocupados com que o valor médio de u dependa da participagdo: E(u l partic = 1) F E(u l partic = 0).
Como sabemos, isso levard o estimador 3, da regressdo simples a ser viesado, e portanto nio encon-
traremos o efeito verdadeiro da participag¢do. Assim o problema da auto-sele¢do € outra maneira de uma
variavel explicativa (partic, neste caso) poder ser endégena.

Por enquanto sabemos que a andlise de regressdo multipla pode, até certo ponto, aliviar o proble-
ma de auto-selegdo. Fatores no termo erro na equacéo (7.34) que sejam correlacionados com partic
podem ser incluidos em uma equagio de regressdao muiltipla, assumindo, ¢ claro, que possamos coletar
os dados desses fatores. Infelizmente, em muitos casos, preocupa-nos que fatores nao-observados este-
jam relacionados com a participag@o, caso em que a regressao multipla produzira estimadores viesados.

Na andlise padrdo de regressao miiltipla que usa dados de corte transversal, devemos ficar atentos
com o aparecimento de efeitos espuirios de programas nas variaveis de resultado devido ao problema
de auto-selegdo. Um bom exemplo disto estd contido em Currie e Cole (1993). Esses autores exami-
nam os efeitos da participag¢do, em um programa especifico de auxilio para familias com dependentes
menores de idade, sobre o peso dos recém-nascidos. Mesmo apés controlar uma variedade de familias
e caracteristicas culturais, os autores obtém estimativas MQO que sugercm que a participacdo nesse
programa especifico diminui 0 peso dos recém-nascidos. Como os autores ressaltam, é dificil acreditar
que a participagdo no programa, por si prépria, seja a causa do peso menor dos recém-nascidos. [Veja
Currie (1995) para exemplos adicionais.] Utilizando um método econométrico diferente, que discuti-
remos no Capitulo 15, Currie e Cole encontraram evidéncia tanto para nenhum efeito como para um
efeito positivo da participagdo no programa de auxilio para familias com dependentes menores de
idade, sobre 0 peso dos recém-nascidos.

Quando o problema de auto-sele¢io faz com que a anélise de regressio miiltipla seja viesada devi-
do a falta de suficientes varidveis de controle, métodos mais avangados, tratados nos Capitulos 13, 14
e 15 poderao ser usados.

Neste capitulo aprendemos como usar informagdes qualitativas na analise de regressio. No caso
mais simples, uma variével dummy € definida para fazer a distingdo entre dois grupos, € o coeficiente
estimado da varidvel dummy estima a diferenca ceteris paribus entre os dois grupos. A admissdo de
mais de dois grupos € realizada pela defini¢do de um conjunto de varidveis dummy: se houver g gru-
pos, entdo g — | varidveis dummy sio incluidas no modelo. Todas as estimativas das varidveis dumny
sdo interpretadas em relagdo ao grupo base ou referencial (o0 grupo para o qual nenhuma varidvel
dummy € incluida no modelo).

As varidveis dummy também sdo iteis para incorporar informagdes ordinais, como classificacées de
crédito e de aparéncia pessoal, em modelos de regressio. Simplesmente definimos um conjunto de varia-
veis dummy representando os diferentes resultados da varidvel ordinal, admitindo uma das categorias
como grupo base.

Para possibilitar diferengas de inclinagSes entre os diferentes grupos, as varidveis dummy podem
interagir com varidveis quantitativas. No caso extremo, podemos permitir que cada grupo tenha sua
prépria inclinagdo em todas as varidveis, como também seu proprio intercepto. O teste de Chow pode
ser usado para detectar se existem quaisquer diferencas entre os grupos. Em muitos casos, € mais inte-
ressante verificar se, apés termos permitido uma diferenga de interceptos, as inclinagdes de dois gru-
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pos diferentes sdo as mesmas. Um teste F padrdo pode ser usado para esse prop6sito em um modelo
irrestrito que inclua interacdes entre a dummy do grupo e todas as varidveis. '

O modelo de probabilidade linear, que € simplesmente estimado pelo MQO, possibilita explicar
uma resposta bindria usando andlise de regressdo. As estimativas MQO agora sdo interpretadas como
alteracOes na probabilidade de “sucesso” (y = 1), dado um aumento de uma unidade na varidvel expli-
cativa correspondente. O MPL tem algumas inconveniéncias: pode produzir probabilidades previstas
menores que. zero ou maiores que um, implica um efeito marginal constante de cada varidvel expli-
cativa que aparece em sua forma original, € contém heteroscedasticidade. Os primeiros dois problemas
muitas vezes nao sdo graves quando estamos obtendo estimativas dos efeitos parciais das varidveis
explicativas na faixa intermedidria dos dados. A heteroscedasticidade invalida os erros-padrdo usuais do
MQO e as estatisticas de testes mas, como veremos no préximo capitulo, isso € facilmente corrigi-
do em amostras suficientemente grandes.

Terminamos este capitulo com uma discussdo de como varidveis bindrias sdo usadas para a ava-
liacdo de politicas e programas de governo. Como em toda anilise de regressdo, devemos nos lembrar
que a participagdo em programas, ou algum outro regressor bindrio com implicagdes relacionadas a
politicas governamentais, pode ser correlacionada com fatores ndo observados que afetem a varidvel
dependente, resultando no viés usual de varidveis omitidas.

7.1 Utilizando os dados contidos no arquivo SLEEP75.RAW (veja também o Problema 3.3), obte-
mos a equagao estimada

dormir = 3.840,83 — 0,163 trabtot — 11,71 educ — 8,70 idade
(235,11) (0,018) (5,86)  (11,21)
+ 0,128 idade® + 87,75 masculino
(0,134) (34,33)
n =706, R* = 0,123, R* = 0,117.
A varidvel dormir é o total de minutos gastos por semana dormindo durante a noite, trabtot é o total

de minutos semanais gastos trabalhando, educ e idade sao medidas em anos e masculino é uma varia-
vel duimmy de género.

(i)  Supondo todos os outros fatores iguais, existe evidéncia de que os homens durmam mais
que as mulheres? O quanto essa evidéncia € forte?

(ii) Existe uma relag¢do de substituigdo estatisticamente significante entre trabalhar e dormir?
Qual € a relagdo de substituigdo estimada?

(iii)) Que outras regressdes vocé precisa executar para testar a hipdtese nula de que, mantendo
fixos os outros fatores, a idade nao tem efeito sobre dormir?

Biblioteca
Campus Pert~
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7.2 As seguintes equagdes foram estimadas utilizando os dados contidos no arquivo BWGHT.RAW:

log(pesonas) = 4,66 — 0,0044 cigs + 0,0093 log(rendfam) + 0,016 ordnas
(0,22) (0,0009) (0,0059) (0,006)
+ 0,027 masculino + 0,055 branco
(0,010) (0,013)

n = 1.388, R®> = 0,0472

log(pesonas) = 4,65 — 0,0052 cigs + 0,0110 log(rendfam) + 0,017 ordnas

(0,38) (0,0010) (0,0085) (0,006)
+ 0,034 masculino + 0,045 branco — 0,0030 educm + 0,0032 educp
0,011) (0,015) (0,0030) (0,0026)

n = 1.191, R = 0,0493.

As varidveis sfo definidas como no Exemplo 4.9, mas adicionamos uma varidvel dummy para o caso
de a crianga ser do sexo masculino e uma varidvel dummy indicando se a crianga € classificada como
branca. ‘

(1) Na primeira equagio, interprete o coeficiente da varidvel cigs. Particularmente, qual € o
efeito no peso dos recém-nascidos se a mie fumar dez ou mais cigarros por dia?

(ii) Quanto se espera que um recém-nascido branco pesard mais que uma crianga nao-branca,
mantendo fixos todos os outros fatores na primeira equagao? A diferenca € estatisticamen-
te significante?

(ii1)) Comente sobre o efeito estimado ¢ a significincia estatistica de educm.

(iv) Com a informagdo dada, por que vocé nao terd condi¢cdes de computar a estatistica ¥ da
significincia conjunta de educm e educp? O que vocé teria que fazer para computar a csta-
tistica F?

7.3 Utilizando os dados contidos no arquivo GPA2.RAW, a seguinte equacdo foi estimada:

sat = 1.028,10 + 19,30 tamclas — 2,19 tamclas® — 45,09 Sfeminino
(6,29) (3,83) (0,53) (4,29)
— 169,81 negro + 62,31 feminino - negro
(12,71) (18,15)
n = 4.137, R* = 0,0858.
A variavel sar € a nota combinada de matemadtica e habilidade verbal do estudante para ingresso em
curso superior, tamclas é o tamanho da classe do aluno no ensino médio, em centenas, feminino é

uma variavel dummy para género e negro é uma variavel dummy da raca igual a um para negros e
Zero, caso contrario.
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Existe evidéncia forte que tamclas® deveria ser incluida no modelo? Desta equacio, qual
€ o tamanho 6timo da classe no ensino médio?

Mantendo fixo tamclas, qual € a diferenga estimada na nota sat entre mulheres ndo-negras
e homens ndo-negros? O quanto € estatisticamente significante essa diferenca estimada?

Qual € a diferencga estimada na sat entre homens nao-negros e homens negros? Teste a
hipétese nula de que ndo ha diferenga entre suas notas, contra a hipétese alternativa de que
existe uma diferencga.

Qual € a diferenca estimada na nota sat entre mulheres negras ¢ mulheres nao-negras? O
que voc€ necessitaria fazer para verificar se a diferenga € estatisticamente significante?

7.4 Uma equagido que explica os saldrios dos diretores executivos é

log(sdldrio) = 4,59 + 0,257 log(vendas) + 0,011 rma + 0,158 financeira

(0,30) (0,032) (0,004) (0,089)
+ 0,181 prodcons — 0,283 serv
(0,085) (0,099)

n =209, R*> = 0,357.

Os dados usados estdo no arquivo CEOSAL1.RAW, no qual financeira, prodcons e serv sdo varia-
veis bindrias indicando as empresas financeiras, de produtos de consumo e de servigos ptiblicos. O
ramo de atividade omitido foi o de transportes.

M

(ii)

(111)

Calcule a diferenga percentual aproximada no saldrio estimado entre os setores de servi-
cos publicos e de transportes, mantendo fixos vendas e rma. A diferenca € estatisticamen-
te significante ao nivel de 1%?

Use a equagdo (7.10) para obter a diferenga percentual exata no saldrio estimado entre os
setores de servicos publicos e de transportes e compare-a com a resposta obtida na parte (i).

Qual € a diferenga percentual aproximada no salério estimado entre as industrias de pro-
dutos de consumo e financeiros? Escreva uma equagdo que possibilite verificar se a dife-
renca € estatisticamente significante.

7.5 No Exemplo 7.2 defina semPC como uma varidvel dummy igual a um se o aluno ndo possuir um
PC, e zero caso contririo.

(1)

(i)
(1ii)

Se semPC for usada no lugar de PC na equagdo (7.6), o que acontece com 0 intercepto na
equagao estimada? Qual sera o coeficiente de semPC? (Sugestdo: Escreva PC = 1 — semPC
e agregue isso na equagao nmgrad = By + 6, PC + Bnmem + B,tac.)

O que acontecerd com o R-quadrado se semPC for usado em lugar de PC?

As variaveis PC e semPC deveriam ser incluidas como varidveis independentes no mode-
lo? Explique.

7.6 Para testar a eficiéncia de um programa de treinamento de pessoal sobre os subseqiientes sala-
rios dos trabalhadores, especificamos o modelo

log(saldrio) = B, + B trein + B,educ + Biexper + u,
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onde frein é uma varidvel bindria igual a unidade se um trabalhador participou do programa. Pense
no termo erro u como contendo a aptiddo ndo observada do trabalhador. Se trabalhadores menos
aptos tiverem maior oportunidade de serem selecionados para o programa, e vocé usar uma anélise
MQO, o que vocé pode dizer sobre o provavel viés no estimador MQO de 8,? (Sugestdo: Consulte
o Capitulo 3.)

7.7 No exemplo na equagio (7.29), suponha que definamos foraft como sendo um se a mulher esti-
ver fora da forca de trabalho, e zero caso contrério.

@)

(ii)
(1i1)

Se fizermos a regressdo de foraft sobre todas as varidveis independentes na equag@o
(7.29), o que acontecerd com as estimativas do intercepto e da inclinagdo? (Sugestéo:
naft = 1 — foraft. Agregue essa expressao na equagdo populacional naft = B, + B,nes-
prend + B,educ + ... e reorganize.)

O que acontecerd com os erros-padrao das estimativas do intercepto e da inclina¢ao?

O que acontecera com o R-quadrado?

7.8 Suponha que vocé colete dados de uma pesquisa sobre saldrios, educagao, experiéncia e género.
Além disso, vocé solicita informagdes sobre o uso de maconha. A pergunta original é: “Em quantas
ocasides distintas, no més passado, vocé fumou maconha?”.

(i)

(i1)

(iii)

(iv)

(v)

Escreva uma equagdo que permita a vocé estimar os efeitos do uso de maconha sobre os
salarios com todos os outros fatores controlados. Vocé deve ter condigoes de fazer decla-
ragdes do tipo, “Estima-se que fumar maconha cinco vezes ou mais por més altera os sala-
rios em x%.”

Escreva um modelo que permita verificar se o uso de drogas tem efeitos diferentes sobre
os saldrios dos homens e das mulheres. Como vocé verificaria que nio existem diferengas
nos efeitos do uso de drogas nos homens e nas mulheres?

Suponha que vocé considere ser melhor avaliar o uso de maconha colocando as pessoas
em uma de quatro categorias: ndo-usudrio, usudrio leve (um a cinco vezes por més), usud-
rio moderado (seis a dez vezes por més) e usudrio inveterado (mais de dez vezes por mes).
Agora escreva um modelo que permita estimar os efeitos da maconha sobre os saldrios.

Usando o modelo da parte (iii), explique em detalhes como testar a hip6tese nula de que
0 uso de maconha ndo tem efeito sobre o saldrio. Seja bastante especifico e inclua uma
relagdo cuidadosa de graus de liberdade.

Quais sdo alguns dos problemas potenciais de procurar inferéncia causal utilizando os
dados da pesquisa que vocé coletou?
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Heteroscedasticidade

hipétese de homoscedasticidade, apresentada no Capitulo 3 para a regressao multipla, significa

que a variancia do erro ndo observavel, u, condicional nas varidveis explicativas, € constante. A

homoscedasticidade ndo se mantém sempre que a varidncia dos fatores ndo-observaveis muda
ao longo de diferentes segmentos da populagao, nos quais os segmentos sio determinados pelos dife-
rentes valores das varidveis explicativas. Por exemplo, em uma equagio de poupanga, a heteroscedas-
ticidade estd presente se a varidncia dos fatores nio-observados que afetam a poupanga aumenta com
arenda.

Nos Capitulos 4 e 5, vimos que a homoscedasticidade € necessaria para justificar os habituais tes-
tes ¢ e F, bem como os intervalos de confianga da estimagdo MQO do modelo de regressao linear,
mesmo com amostras de tamanhos grandes. Neste capitulo discutiremos as solugdes disponiveis quan-
do ocorre heteroscedasticidade, e também mostraremos como verificar sua presenca. Iniciamos fazendo
uma breve revisdo das conseqiiéncias da heteroscedasticidade para a estimacdo de minimos quadra-
dos ordindrios.

8.1 CONSEQUENCIAS DA HETEROSCEDASTICIDADE PARA O METODO MQO

Considere novamente o modelo de regressdo linear multipla:
y= BO + Bl.xl + BzXz + ...+ kak + u. (8-1)

No Capitulo 3, provamos a inexisténcia de viés dos estimadores de MQO ﬁo, B,, 32 s fik sob as qua-
tro primeiras hipéteses de Gauss-Markov, RLM.1 a RLM.4. No Capitulo 5 mostramos que as mesmas
quatro hip6teses implicam consisténcia dos estimadores de MQO. A hipétese de homoscedasticidade
RLM.5, estabelecida em termos da varidncia do erro como Var(u|x,, X3, ..., X;) =,02, nao teve partici-
pagdo para mostrar se os estimadores MQO eram ndo-viesados ou consistentes. E importante lembrar
que a heteroscedasticidade nfo provoca viés ou inconsisténcia nos estimadores MQO de 3;, enquanto
algo como a omissdo de uma varidvel importante teria esse efeito.

A interpretacdo de nossas medidas dos graus-de-ajuste, R? e R?, também nio € afetada pela presen-
¢a de heteroscedasticidade. Por qué? Lembre-se de que na Segdo 6.3 o R-quadrado usual ¢ o R-quadra-
do ajustado sdo modos diferentes de estimar o R-quadrado da populagdo, que € simplesmente 1 — 0"2/03,

onde 0“2 ¢ a variincia do erro da populacio e 0}2 ¢ a variincia populacional de y. A questio crucial é
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que, como ambas as variancias no R-quadrado da populacio sdo varifincias incondicionais, o R-quadra-
do da populagio ndo € afetado pela presencga de heteroscedasticidade em Var(u | %15 -5 Xi)- Além disso,
SQR/n estima consistentemente o, € SQT/n estima consistentemente o-y seja Var(u|xy, ..., x;) cons-
tante ou ndo. O mesmo é verdadeiro quando usamos os ajustes dos graus de liberdade. Portanto, R*e
R? sdio ambos estimadores consistentes do R- quadrado da populagdo mantendo-se ou nio a hipétese de
homoscedasticidade.

Se a heteroscedasticidade ndo provoca vi€s ou inconsisténcia nos estimadores MQO, por que a
introduzimos como uma das hipéteses de Gauss-Markov? Lembre-se do Capitulo 3 que os estimado-
res de varidncias, Var (B;), sdo viesados sem a hipétese de homoscedasticidade. Como os erros-padréo
dos estimadores MQO s&o baseados diretamente nessas variancias, eles ndo mais sao validos para
construirmos intervalos de confianga e estatisticas ¢. As estatisticas ¢ habituais dos estimadores MQO
néo tém distribuigSes ¢ na presenca de heteroscedasticidade, e o problema nao serd resolvido com o uso
de amostras de tamanho grande. Veremos isso claramente no caso de regressao simples na proxima
secdo, na qual derivaremos a variincia do estimador MQO da inclinaco sob heteroscedasticidade e
proporemos um estimador valido na presenca de heteroscedasticidade. De maneira semelhante, as esta-
tisticas F ndo tém distribui¢do F, e a estatistica LM ndo tem uma distribui¢do qui-quadrada assimptd-
tica. Em resumo, as estatisticas que usamos para testar hipéteses sob as hipéteses de Gauss-Markov
ndo s3o validas na presenga de heteroscedasticidade.

Também sabemos que o teorema de Gauss-Markov, que diz que os estimadores MQO sio os
melhores estimadores lineares ndo-viesados, vale-se de forma crucial da hipétese de homoscedasticida-
de. Se Var(u|x) nio for constante, os estimadores MQO ndo mais serdo BLUE. Além disso, os estima-
dores MQO ndo mais serdo assimptoticamente eficientes na classe dos estimadores descritos no
Teorema 5.3. Como veremos na Se¢do 8.4, € possivel encontrar estimadores que sao mais eficientes que
os MQO na presenca de heteroscedasticidade (embora seja necessério o conhecimento da forma da hete-
roscedasticidade). Com amostras de tamanhos relativamente grandes, pode nao ser tdo importante obter
um estimador eficiente. Na préxima se¢do mostraremos como os testes estatisticos usuais dos estima-
dores MQO podem ser modificados de forma a serem validos, pelo menos assimptoticamente.

8.2 INFERENCIA ROBUSTA EM RELAGAO A HETEROSCEDASTICIDADE
APOS A ESTIMACAO MQO

Como os testes de hipdteses sdo um componente fmportante de qualquer andlise econométrica e a iniec-
réncia habitual dos estimadores MQO geralmente ¢ imperfeita na presenga de heteroscedasticidade,
temos que decidir se abandonaremos de vez o método MQO. Felizmente, ele ainda € qtil. Nas dltimas
duas décadas, os econometristas aprenderam como ajustar erros-padrao, estatisticas ¢, F e LM de forina
a tornd-las vilidas na presenca de heteroscedasticidade de forma desconhecida. Isto € muito conve-
niente, pois significa que podemos descrever novas estatisticas que funcionam independentemente do
tipo de heteroscedasticidade presente na populagdo. Os métodos desta segdo sdo conhecidos como pro-
cedimentos robustos em relacdo a heteroscedasticidade, porque eles sdo vilidos — pelo menos em
amostras grandes — tenham ou ndo os erros variancia constante, € ndo precisamos saber qual € o caso.

Comegamos esbogando como as variancias, Var( ﬁ ), podem ser estimadas na presenga de heteros-
cedasticidade. Uma derivagado cuidadosa da teoria estd bem além do escopo desta obra, mas a aplica-
¢ao de métodos robustos em relag@o a heteroscedasticidade € bastante ficil, pois muitos programas
estatisticos e econométricos computam essas estatisticas como uma op¢ao.

Primeiro, considere o modelo com uma tinica varidvel independente, na qual incluimos um subs-
crito i por énfase:

e
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Yi=PBo+ Bix; + u,.

Assumimos que as primeiras quatro hipdteses de Gauss-Markov se sustentam. Se os erros contiverem
heteroscedasticidade, entdo

— 2
Var(uilxi) = 0;,

onde colocamos um subscrito i em o° para indicar que a variancia do erro depende do valor particular
de x;.
Escreva o estimador MQO como

i o = x) u,
Bl =B| +’=r:—1‘
2 0= %)

i=1

Sob as hipéteses RLM.1 a RLM.4 (isto €, sem a hipétese de homoscedasticidade), e condicionado aos
valores de .x; na amostra, podemos usar os mesmos argumentos do Capitulo 2 para mostrar que

i (x; — %0’
Var(B,) = =

o (8.2)

X

onde SQT, = E (x; = ) é a soma dos quadrados total de x;. Quando o7 = o” para todo i, essa for-
i=1

mula se reduz a forma habitual, c*/SQT,. A equagio (8.2) mostra explicitamente que, no caso da

regressio simples, a férmula de variancia derivada sob homoscedasticidade ndo mais € vilida quando

a heteroscedasticidade estd presente.

Como o erro-padrao de é, € baseado diretamente na estimativa de Var( B,), precisamos de um
modo de estimar a equagdo (8.2) quando a heteroscedasticidade est4 presente. White (1980) mostrou
como isso pode ser feito. Fagamos #; representar os residuos MQO da regressio inicial de y sobre x.
Entdo, um estimador vélido de Var(ﬁ 1), para a heteroscedasticidade de qualquer forma (inclusive
homoscedasticidade), €

=l 3 (8.3)

v

que € facilmente calculado apds a regressio MQO. .

Em que sentido a expressdo (8.3) € um estimador valido de Var(B,)? Isso € bastante sutil.
Resumidamente, pode ser mostrado que quando a equacdo (8.3) € multiplicada pelo tamanho da amos-
tra, n, ela converge em probabilidade para E[(x; — u,)’u?1/(0"})*, que € o limite de probabilidade de n
vezes (8.2). Em tltima andlise, isso € o necessdrio para justificar o uso de erros-padrdo para construir
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intervalos de confianca e estatisticas t. A lei dos grandes nimeros e o teorema do limite central desem-

penham papéis importantes no estabelecimento dessas convergéncias. Vocé pode consultar o artigo ori-

ginal de White para detalhes, mas ele € bastante técnico. Veja também Wooldridge (2002, Capitulo 4).
Uma férmula semelhante funciona no modelo geral de regressdo multipla

y=Bo+ Bix; + ... + Bx, +u,

Pode ser mostrado que um estimador valido de Var( Bj), sob as hipoteses RLM.1 a RLM 4, é

Var(8) = —— (8.4)

onde 7;; representa o i-ésimo residuo da regressio de x; sobre todas as outras varidveis independentes,
e SQR; € a soma dos residuos quadrados dessa regressio (veja Segio 3.2 para a representagio parcial
das estimativas MQO). A Araiz quadrada de (8.4) é chamada de erro-padrio robusto em relacio a
heteroscedasticidade de 8;. Em econometria, esses erros-padrdo robustos sio em geral atribuidos a
White (1980). Trabalhos anteriores em estatistica, notavelmente os de Eicker (1967) e Huber (1967),
indicaram a possibilidade de obter tais erros-padrdo robustos. Em trabalhos aplicados, eles sio algu-
mas vezes chamados de erros-padrdao de White, de Huber, ou de Eicker (ou alguma combinagio hife-
nizada desses nomes). Faremos referéncia a eles apenas como erros-padrio robustos em relacéo a hete-
roscedasticidade, ou mesmo apenas como erros-padrio robustos, quando o contexto for claro.

Algumas vezes, como uma corregdo de graus de liberdade, a equagio (8.4) é multiplicada por
n/(n — k — 1) antes de extrairmos a raiz quadrada. O raciocinio para esse ajuste € que, se os residuos qua-
drados MQO 4 fossem os mesmos para todas as observagdes i — a forma mais forte possivel de homas-
cedasticidade em uma amostra — obterfamos os erros-padrao habituais MQO. Outras modifica¢des ue
(8.4) sdo estudadas em MacKinnon e White (1985). Como todas as formas t€ém apenas justificativas
assimptéticas e sdo assimptoticamente equivalentes, nenhuma delas € uniformemente preferida as outras.
Em geral, utilizamos qualquer forma que seja computada pelo programa econométrico em uso.

Uma vez que os erros-padrio robustos em rela¢do a heteroscedasticidade tenham sido obtidos, ¢
facil construir uma estatistica ¢ robusta em relacdo a heteroscedasticidade. Lembre-se de que a
forma geral da estatistica ¢ é

estimativa — valor hipotético :
= P : (8.5)
erro-padréo .

Como ainda estamos usando as estimativas MQO e escolhemos o valor hipotético antecipadamente,
a inica diferenga entre a estatistica ¢ usual de MQO e a estatistica ¢ robusta em relagdo a heteroscedas-
ticidade € como o erro-padrao € calculado.
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+ EXEMPLO 8.1

(Equacdo do Log dos Salarios com Erros-Padrdo Robustos em Rela¢do a Heteroscedasticidade)

Estimamos o modelo no Exemplo 7.6, mas escrevemos 0s erros-padrao robustos em relagdo a heterosce-
dasticidade juntamente com os erros-padrao do MQO. Algumas das estimativas estdo registradas com

mais digitos para podermos comparar os erros-padréo habituais com os erros-padrao robustos em relagdo
a heteroscedasticidade:

log (saldrio) = 0,321 + 0,213 hcasados — 0,198 mcasadas — 0,110 msolteiras

(0,100) (0,055) (0,058) (0,056)
[0,109] [0,057] [0,058] [0,057]
+ 0,0789 educ + 0,0268 exper — 0,00054 exper®
(0,0067) (0,0055) (0,00011) (8.6)
[0,0074] [0,0051] [0,00011]

+ 0,0291 perm — 0,00053 perm®
(0,0068) (0,00023)
[0,0069] [0,00024]

n = 526, R* = 0,461.

+ Os erros-padrao usuais de MQO estdo entre parénteses, ( ), abaixo das estimativas MQO correspondentes, e 0s

erros-padrao robustos em relagdo a heteroscedasticidade estdo entre colchetes, [ ]. Os nimeros entre col-
chetes sdo as tnicas novidades, ja que a equacdo ainda é estimada por MQO.

Diversos fatores sdo aparentes a partir da equagao (8.6). Primeiro, nesta aplicacio particular, qualquer
variavel que era estatisticamente significante com o uso da estatistica t habitual, continua estatisticamente
significante com o uso da estatistica t robusta em relagdo & heteroscedasticidade. Isto é devido ao fato de os
dois conjuntos de erros-padrao ndo serem muito diferentes. (Os p-valores associados serdo levemente dife-
rentes devido ao fato de as estatisticas t robustas nao serem idénticas as estatisticas ¢ habituais, ndo robus-
tas.) A maior mudanca relativa nos erros-padréo esta no coeficiente de educ: o erro-padrdo usual é 0,0067,
e 0 erro-padrao robusto é 0,0074. N&o obstante, o erro-padrdo robusto implica uma estatistica ¢ robusta
acima de 10,

A equacdo (8.6) também mostra que os erros-padrdo robustos podem ser maiores, ou menores, do que
os erros-padrao usuais. Por exemplo, o erro-padrao robusto da varidvel exper é 0,0051, enquanto o erro-padrao
usual é 0,0055. Nao sabemos qual serd maior antecipadamente. Como um tépico empirico, os erros-
padrdo robustos sdo freqlientemente maiores do que os erros-padrdo usuais.

Antes de sairmos deste exemplo, devemos enfatizar que nao sabemas, neste ponto, sequer se a hete-
roscedasticidade esta presente no modelo populacional basico da equagao (8.6). Tudo que fizemos foi des-
crever, juntamente com os erros-padrao usuais, aqueles que sdo validos (assimptoticamente) haja ou nio
presenca de heteroscedasticidade. Podemos ver que nenhuma conclus&o importante é destruida pelo uso dos
erros-padrdo robustos neste exemplo. Isso acontece com freqiiéncia em trabalhos aplicados, mas, em outros
casos, as diferengas entre os erros-padrdo usuais e 0s robustos sdo muito maiores. Para um exemplo no qual
as diferencas sao substanciais, veja o Problema 8.7.

Neste ponto, vocé deve estar se perguntando: se os erros-padrio robustos em relago & heterosce-

dasticidade sdo vélidos com maior fregiiéncia que os erros-padrio usuais MQO, por que nos preocu-
parmos com os erros-padrdo usuais, afinal? Estd é uma pergunta sensata. Uma das razdes para eles



248 Introducdo a Econometria — Editora Thomson

ainda serem usados em trabalhos de corte transversal & que, se a hipotese de homoscedasticidade se
mantiver e os erros forem normalmente distribuidos, as estatisticas ¢ usuais t€m distribui¢des ¢ exatas,
independentemente do tamanho da amostra (veja Capitulo 4). Os erros-padrdo robustos € as estatisti-
cas ¢t robustas sio justificadas somente quando o tamanho da amostra se torna grande. Com amostras
de tamanho pequeno, as estatisticas # robustas podem ter distribui¢Ses que nao sejam muito préximas
da distribui¢@o ¢, e isso pode ofuscar nossa inferéncia.

Em amostras de tamanho grande podemos tomar a decisio de sempre levar em conta somente os
erros-padrdo robustos em relago a heteroscedasticidade em aplicacGes de corte transversal, e esta pra-
tica vem sendo seguida cada vez mais em trabalhos aplicados. Também é comum usar ambos os erros-
padrdo, como na equagao (8.6), de maneira que um leitor possa determinar se alguma conclusao €
sensivel ao erro-padrao em uso.

Também € possivel obter estatisticas F ¢ LM que sejam robustas em relagéo a heteroscedasti-
cidade de forma desconhecida, e mesmo arbitraria. A estatistica F robusta em relacio a heteros-
cedasticidade (ou uma transformagdo simples dela) também € chamada de estatistica de Wald robusta
em relagdo a heteroscedasticidade. Uma abordagem geral da estatistica de Wald requer 4lgebra matri-
cial e estd esbogada no Apéndice E, disponivel na pagina do livro, no site www.thomsonlearning.com.br;
veja Wooldridge (2002, Capitulo 4) para um tratamento mais detalhado. No entanto, a utilizagio de
estatisticas robustas em relacfo a heteroscedasticidade para restriges de exclusdes miltiplas € sim-
ples, pois muitos programas econométricos computam essas estatisticas rotineiramente.

EXEMPLO8.2 . -
(Estatistica F Robusta em Relagao a Heteroscedasticidade)

Utilizando os dados s contidos no arquivo GPA3.RAW, estimamos a seguinte equacao:

nmgradac = 1,47 + 0,00114 sat — 0,00857 emperc + 0,00250 tothrs
(0,23) (0,000138) (0,00124) (0,00073)
[0,22] [0,00019] [0,00140] [0,00073] e
+ 0,303 feminino — 0,128 negro — 0,059 branco = (8.7)
(0,059) 0,147) (0,141) SR
[0,059] [0,118] [0,110] SR
= 366, R? = 0,4006, R* = 0,3905.

Novamente, as diferencas entre 0s erros-padrao usuais e 0s erros-padrao robustos em relagao a heterosce-
dasticidade ndo s3o muito grandes e o uso da estatistica t robusta ndo altera a significncia estatistica de
qualquer varidvel independente. Tampouco os testes de significAncia conjunta sdo muito afetados. Suponha
que queiramos testar a hipdtese nula de que, depois de termos todos os outros fatores controlados, ndo haja
diferengas em nmgradac por raga. I1sso é escrito como Ho: Bregro = 0, Boranco = 0. A estatistica F habitual
é facilmente obtida, uma vez que tenhamos o R-quadrado do modelo restrito; o calculo resulta em 0,3983.
A estatistica F entdo é [(0,4006 — 0,3983)/(1 — 0,4006)(359/2) == 0,69. Se houver presenca de heteros-
cedasticidade, essa versao do teste ndo é valida. A versdo robusta em relacdo a heteroscedasticidade ndo
tem uma forma simples, mas pode ser computada utilizando-se certos programas estatisticos. O valor da esta-
tistica F robusta em relagdo a heteroscedasticidade é de 0,75, diferenciando-se apenas levemente do valor da
versdo néo robusta. O p-valor do teste robusto é 0,474, que n&o esté proximo dos niveis padrao de signifi-
cancia. Nao é possivel rejeitar a hipdtese nula usando qualquer um dos testes.
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Computando Testes LM Robustos em Relacao a Heteroscedasticidade

Nem todos os programas econométricos calculam estatisticas F que sejam robustas em relacdo 2 hete-
roscedasticidade. Portanto, algumas vezes € conveniente ter um meio de obter um teste de restricdes
de exclusdes multiplas que seja robusto em relagdo a heteroscedasticidade e nao exija um tipo especial
de programa econométrico. Uma estatistica LM robusta em relacao a heteroscedasticidade ¢ facil-
mente obtida usando qualquer programa econométrico.

Avalie a seguinte declaragdo: Os erros-padrao robustos em relagdo a heteroscedasticidade sdo sempre maio-
res que os erros-padrao usuais.

Para ilustrar o cilculo da estatistica LM robusta, considere o modelo
y = Byt Bix) + Baxy + Baxy + Byxy + Bsxs + u,

e suponha que queiramos testar Hy: 84 = 0, 85 = 0. Para obter a estatistica LM usual, primeiro esti-
mamos o modelo restrito (isto €, 0 modelo sem x, e xs) para obter os residuos, i. Entao fazemos a
regressdo de i sobre todas as varidveis independentes e a estatistica LM = n'Rl_zl, onde R; € o R-quadra-
do usual desta regressio.

Obter uma versdo que seja robusta em relagdo a heteroscedasticidade exige mais trabalho. Um
método de calcular a estatistica requer somente regressdes MQO. Precisamos dos residuos, digamos
7, da regressao de x, sobre x;, x,, x;. Também necessitamos dos residuos, digamos 7,, da regressio de
X5 sobre x|, x,, x;. Assim, fazemos a regressao de cada uma das varidveis independentes excluidas, con-
forme a hipétese nula, sobre todas as varidveis independentes incluidas. A cada vez, guardamos os resi-
duos. O tltimo passo parece estranho, mas ele €, no final das contas, apenas um artificio de cilculo.
Compute a regressdo de

1 sobre 7, it, 7 i, ' (8.8)

sem um intercepto. Sim, na verdade definimos uma varidvel dependente com valor um para todas as
observagdes. Fazemos a regressdo dessa constante sobre os produtos 7, it e 7, ii. A estatistica LM
robusta acaba sendo n — SQR,, onde SQR, € exatamente a soma dos residuos quadrados usual da
regressao (8.8).

A razdo pela qual isso funciona € algo técnica. Basicamente, isso significa fazer para o teste LM
0 que os erros-padrdo robustos fazem para o teste f. [Veja Wooldridge (1991b) ou Davidson e
MacKinnon (1993) para uma discussdo mais detalhada.]

Agora resumimos o célculo da estatistica LM robusta em relagdo a heteroscedasticidade no
caso geral.

UMA ESTATISTICA LM ROBUSTA EM RELACAO A HETEROSCEDASTICIDADE:
1. Obtenha os residuos i do modelo restrito.
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- 2. Faca a regressio de cada uma das varidveis independentes excluidas, conforme a hip6tese
nula, sobre todas as varidveis independentes incluidas; se houver g varidveis excluidas, isso
levard a q conjuntos de residuos (7|, 7, ..., 74).
3. Encontre os produtos de cada 7; por & (para todas as observagoes).
4. Faga a regressdo de 1 sobre Fyii, 75 i, ..., , i, sem um intercepto. A estatistica LM robusta &
n — SQR,, onde SQR, ¢ exatamente a soma dos residuos quadrados desta ultima regressao.
Sob H,, a estatistica LM € distribuida aproximadamente como Xi-

Uma vez que a estatistica LM robusta tenha sido obtida, a regra de rejei¢ao e a computacao dos p-valo-
res sao as mesmas da estatistica LM usual da Secao 5.2.

EXEMPLO 8.3
(Estatistica LM Robusta em Relagao a Heteroscedasticidade)

Usamos os dados do arquivo CRIME1.RAW para verificar se a média de tempo das penas cumpridas de con-
denacbes passadas afeta o ndmero de prisdes no ano atual (1986). O modelo estimado é

npre86 = 0,567 — 0,136 pcond + 0,0178 sentmed — 0,00052 sentmed”

(0,036) (0,040) (0,0097) (0,00030)
[0,040] [0,034] [0,0101] [0,00021]
— 0,0394 ptemp86 — 0,0505 empr86 — 0,00148 rend86
(0,0087) (0,0144) (0,00034) {8.9)
[0,0062] [0,0142] [0,00023]
+ 0,325 negro + 0,193 hispan
(0,045) (0,040)
[0,058] [0,040]

n = 2,725, R* = 0,0728.

Neste exemplo existem diferencas mais substanciais entre alguns dos erros-padrdo usuais e os erros-padrdo
robustos. Por exemplo, a estatistica t habitual de sentmed® é aproximadamente —1,73, enquanto a estatis-
tica robusta esta em torno de —2,48. Assim, sentmed’ é mais significante usando o erro-padréo robusto.

O efeito de sentmed sobre npre86 ¢ um pouco dificil de reconciliar. Como a relagdo é quadratica,
podemos descobrir onde sentmed tem um efeito positivo em npre86 e onde o efeito se torna negativo. O
ponto de reversdo é 0,0178[2(0,00052)} = 17,12; observe que esta é uma medida de meses. Literalmente,
isso significa que npre86 é positivamente relacionado com sentmed quando sentmed é menor que 17
meses; entdo sentmed tem o efeito desencorajador esperado apés 17 meses.

Para verificar se a média de tempo das penas cumpridas tem um efeito estatisticamente significante
sobre npre86, devemos testar as hipoteses conjuntas Ho: Bsentmed = 0, Bsentmes? = 0. Utilizando a estatis-
tica LM usual (veja Secdo 5.2), obtemos LM = 3,54; em uma distribuicdo qui-quadrada com dois g/, isso
produz um p-valor = 0,170. Assim, ndo podemos rejeitar Hy mesmo no nivel de 15%. A estatistica LM
robusta em relacao a heteroscedasticidade é LM = 4,00 (arredondada para duas casas decimais), com um
p-valor = 0,135. Isso ainda ndo é uma evidéncia muito forte contra Hy; sentmed ndo parece ter um efeito
forte sobre npre86. [A propésito, quando sentmed aparece sozinha em (8.9), isto é, sem o termo quadrati-
Co, a estatistica t usual é 0,658, e a estatistica t robusta é 0,592.]
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8.3 O TESTE DA EXISTENCIA DE HETEROSCEDASTICIDADE

Os erros-padrio robustos em relagao a heteroscedasticidade oferecem um método simples para calcular
estatisticas ¢ que sejam assimptoticamente distribuidas como ¢, haja ou ndo a presenga de heteroscedasti-
cidade. Também ja vimos que as estatisticas F' e LM robustas em relagio a heteroscedasticidade estao dis-
poniveis. A implementagdo desses testes ndo exige o conhecimento prévio da presenga ou nio de hete-
roscedasticidade. Nao obstante, ainda existem algumas boas razdes para fazermos alguns testes simples
que possam detectar sua presen¢a. Primeiro, como mencionamos na se¢ao anterior, as estatisticas ¢ habi-
tuais tém distribuigdes ¢ exatas sob as hipdteses do modelo linear classico. Por essa razio, muitos econo-
mistas ainda preferem utilizar os erros-padrac MQO usuais e testar as estatisticas informadas, a menos
que haja evidéncia de heteroscedasticidade. Segundo, se houver a presenga de heteroscedasticidade, o
estimador MQO n3o mais serd o melhor estimador linear ndo-viesado. Como veremos na Secdo 8.4, €
possivel obter um estimador melhor que 0 MQO quando a forma da heteroscedasticidade € conhecida.

Muitos testes de heteroscedasticidade t€m sido sugeridos ao longo dos anos. Alguns deles, embo-
ra tenham a capacidade de detectar a heteroscedasticidade, nio testam diretamente a hipétese de que a
varidncia dos erros nao depende das varidveis independentes. NOs nos restringiremos a testes mais
modernos, que detectam os tipos de heteroscedasticidade que invalidam as estatisticas MQO habituais.
Isso também traz o beneficio de colocar todos os testes na mesma estrutura.

Como sempre, iniciamos com o modelo linear

y= BO + ,B,x, + Bzxz + ...+ kak + u, (8-10)

onde as hipéteses RLM.1 a RLM.4 sdo mantidas nesta segio. Particularmente, assumimos que E(u|x,,
Xa, ..., X;) = 0, de forma que o0 MQO seja ndo-viesado e consistente.
Consideramos como hipétese nula que a hipétese RLM.5 € verdadeira:

Ho: Var(u|x;, Xzey Xi) = 0™ (8.11)

Ou seja, assumimos que a hipétese ideal de homoscedasticidade se mantém, e precisamos que os dados
nos informem se isso € adequado ou ndo. Se ndo pudermos rejeitar (8.11) em um nivel de significin-
cia suficientemente pequeno, normalmente concluimos que a heteroscedasticidade nio sera um proble-
ma. Porém, lembre-se de que nunca aceitamos H,,; simplesmente ndo podemos rejeit-la.

Como estamos assumindo que u tem uma esperanga condicional zero, Var(u|x) = E(uzlx), € assim
a hipétese nula de homoscedasticidade € equivalente a

H,: E(uzlx,, Xy ey Xg) = E(uz) = o~

Isso mostra que, para testar a violagio da hipStese de homoscedasticidade, queremos verificar se u”
esta relacionado (em valor esperado) a uma ou mais das variaveis explicativas. Se Hy, for falsa, o valor
esperado de «’, dadas as varidveis independentes, pode ser virtualmente qualquer fungio de x;. Um
método simples € assumir uma fungao linear:

u2 = 6() + 6]X] + 62X2 + ...+ 6kxk + v, (8.12)

onde v é um termo erro com média zero, dados x;. Preste bastante atenc¢do na varidvel dependente nesta
equacao: ela € o quadrado do erro na equagdo de regressao original, (8.10). A hipdtese nula de homos-
cedasticidade €
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Hy:8,=8,=..=8,=0. (8.13)

Sob a hipétese nula, freqiientemente € razodvel assumir que o erro em (8.12), v, € independente de x|,
X5, ..., Xx. Entdo, sabemos da Secdo 5.2 que a estatistica F ou a estatistica LM, sobre a significincia
geral das varidveis independentes na explicacio de W2, podem ser usadas para testar (8.13). Ambas as
estatisticas terdo justificacdo assimptética, mesmo que u® ndo possa ser normalmente distribuido. (Por
exemplo, se u for normalmente distribuido, entao u’/o” & distribuido como x7.) Se pudéssemos obser-
var u* na amostra, entdo poderfamos calcular com facilidade essa estatistica, computando a regressao
MQO de u* sobre x,, X,, ..., X;, usando todas as n observacdes.

Como enfatizamos anteriormente, nunca conheceremos os erros efetivos no modelo populacional, |
mas temos estimativas deles: o residuo MQO, i1; € uma estimativa do erro ; para a observagao i. Assim,
podemos estimar a equagao

% =8g+ 8x, + 8:x, + ... + 8,x, + erro (8.14)

e calcular as estatfsticas F ou LM da significincia conjunta de x,, ..., x;. Constata-se que o uso dos resi-
duos MQO em lugar dos erros nao afeta a distribuicio de amostra grande das estatisticas F ou LM,

embora mostrar isso seja bastante complicado.
Ambas as estatisticas F' e LM dependem do R-quadrado da regressdo (8.14); chamemos isso de

R22 para distingui-lo do R-quadrado na estimagdo da equagdo (8.10). Entdo, a estatistica F serd

Rgzlk
F= > A
(I—=Rp/n—k—-1)

(8.15)

onde k € o nimero de regressores em (8.14); este € o mesmo ndmero de varidveis independentes em
(8.10). Calcular (8.15) raramente sera necessario, ja que a maioria dos programas econométricos cal-
cula automaticamente a estatistica F da significancia geral de uma regressio. A estatistica F tem (apro-
ximadamente) uma distribui¢do F; ,_ .-, sob a hipétese nula de homoscedasticidade.

A estatistica LM para a heteroscedasticidade € simplesmente o tamanho da amostra multiplicado
pelo R-quadrado de (8.14):

LM = n-R%,. (8.16)

Sob a hipétese nula, a estatistica LM € distribuida assimptoticamente como X/%- Isso também & obtido
com muita facilidade ap6s computarmos a regressao (8.14).

A versdo LM do teste € geralmente chamada teste de Breusch-Pagan da heteroscedasticidade
(teste BP). Breusch e Pagan (1980) sugeriram uma forma diferente do teste o qual assume que os erros
<#0 normalmente distribuidos. Koenker (1983) sugeriu a forma da estatistica LM em (8.16), que ¢ cm
seral preferida devido a sua maior aplicabilidade.

Resumimos os passos para verificar a existéncia de heteroscedasticidade usando o teste BP:
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O TESTE DE BREUSCH-PAGAN DA HETEROSCEDASTICIDADE

1. Estime o modelo (8.10) por MQO, como usual. Obtenha os residuos quadrados MQO, 4°
(um para cada observagao). '

2. Compute a regressao (8.14). Guarde o R-quadrado desta regressao, Rf.‘z.

3. Construa a estatistica F' ou a estatistica LM e calcule o p-valor (usando a distribuigao
F; ,—x— Do caso anterior ¢ a distribui¢@o Xi neste dltimo caso). Se o p-valor for suficiente-
mente pequeno, isto €, abaixo do nivel de significancia selecionado, entdo rejeitamos a hip6-
tese nula de homoscedasticidade.

Se o teste BP resultar em um p-valor suficientemente pequeno, alguma medida corretiva deve ser
tomada. Uma possibilidade € usar os erros-padrio robustos em relagio a heteroscedasticidade e as esta-
tisticas de testes discutidas na se¢do anterior. Outra possibilidade serd discutida na Secéo 8.4.

EXEMPLO 8.4
(Heteroscedasticidade nas Equacgoes de Precos de Imoveis)

Utilizamos os dados contidos no arquivo HPRICE1.RAW para verificar a existéncia de heteroscedasticidade em
uma equacao simples de precos de imdveis. A equagdo estimada usando os niveis de todas as variaveis é

preco = —21,77 + 0,00207 tamterr + 0,123 arquad + 13,85 gtdorm
(29,48) (0,00064) (0,013) (9,01) (8.12)

n = 88, R*> = 0,672.

Esta equagdo ndo nos diz nada sobre se o erro no modelo populacional é heteroscedastico. Necessitamos
fazer a regressao dos residuos quadrados MQO sobre as variaveis independentes. O R-quadrado da regressao
de & sobre tamterr, arquad e qtdorm é R%2 = 0,1601. Com n = 88 e k = 3, isso produzira uma estatis-
tica F para a significancia das varidveis independentes de £ = [0,1601/(1 — 0,1601)](84/3) = 5,34. O p-valor
associado é 0,002, o que é forte evidéncia contra a hipotese nula. A estatistica LM é 88(0,1601) =~ 14,09;
isso da um p-valor = 0,0028 (usando a distribuicdo x3), produzindo essencialmente a mesma conclusdo da
estatistica F. Isso significa que os erros-padrao usuais informados em (8.17) ndo sdo confidveis.

No Capitulo 6 mencionamos que um dos beneficios de usar a forma funcional logaritmica da variavel
dependente é que a heteroscedasticidade é muitas vezes reduzida. Neste exemplo, coloquemos preco, tam-
terr e arquad em forma logaritmica, de forma que as elasticidades do preco em relacao a tamterr e arquad
sejam constantes. A equacdo estimada é

log(preco) = —1,30 + 0,168 log(tamterr) + 0,700 log(arquad) + 0,037 gtdorn
(0,65) (0,038) (0,093) (0,028) (8.18)
n = 88, R* = 0,643.

Fazendo a regressao dos residuos quadrados MQO desta regressao sobre log(tamterr), loglarquad) e
gtdorm gera R% = 0,0480. Assim, F = 1,41 (p-valor = 0,245) e LM = 4,22 (p-valor = 0,239). Portanto,
ndo podemos rejeitar a hipdtese nula de homoscedasticidade no modelo com a forma funcional logaritmica.
A ocorréncia de menos heteroscedasticidade com a varidvel dependente em forma logaritmica tem sido
observada em muitas aplicagdes empiricas.
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Considere a equagdo de salarios (7.11), na qual vocé acredita que a variancia condicional de log(salrio) ndo
depende de educ, exper ou perm. Porém, vocé esta preocupado porque a varidncia de log(sa/drio) pode dife-
rir ao longo dos quatro grupos demograficos de homens casados, mulheres casadas, homens solteiros e
mulheres solteiras. Que regressdo vocé faria para verificar a existéncia de heteroscedasticidade? Quais sao
os graus de liberdade no teste F?

Se suspeitarmos que a heteroscedasticidade depende somente de certas varidveis independentes,
podemos, com facilidade, modificar o teste de Breusch-Pagan: simplesmente fazemos a regressao de
i1 sobre quaisquer variaveis independentes que escolhamos e aplicamos o teste F ou LM apropriado.
Lembre-se de que os graus de liberdade apropriados dependem do nimero de varidveis independentes
na regressao com i~ como variavel dependente; o nimero de varidveis independentes que aparece na
equagdo (8.10) € irrelevante.

Se os residuos quadrados forem regredidos somente sobre uma tinica varidvel independente, o
teste de heteroscedasticidade serd a estatistica ¢ habitual da varidvel. Uma estatistica t significativa
sugere que a heteroscedasticidade € um problema.

O Teste de White para a Heteroscedasticidade

No Capitulo 5 mostramos que tanto os erros-padrdo como as estatisticas de testes estimados habitual-
mente por MQO sdo assimptoticamente vdlidos, desde que todas as hipéteses de Gauss-Markov se
mantenham. Acontece que a hipétese de homoscedasticidade, Var(u, |x,, ..., x;) = o”, pode ser substi-
tuida pela hipStese mais fraca de que o erro quadrado, u?, é ndo-correlacionado com todas as varid-
veis independentes (x;), com os quadrados das varidveis independentes, (sz), e com todos os produtos
cruzados (xpx, para j # h). Essa observagao motivou White (1980) a propor um teste para a heterosce-
dasticidade que adiciona quadrados e produtos cruzados de todas as varidveis independentes a equagio
(8.14). O teste € explicitamente destinado a testar formas de heteroscedasticidade que invalident os
erros-padrdo e as estatisticas de testes habituais, estimados por MQO.

Quando o modelo contém k = 3 variaveis independentes, o teste de White baseia-se na esti-
mativa de

= 60 + 5|x| + 52x2 + 63X3 + 84.}(% + 65x’§ + 66X§
+ 8,x,%, + 8yx,x3 + Sgx0x3 + erro.

(8.19)

Comparado com o teste de Breusch-Pagan, esta equac@o tem seis regressores a mais. O teste de White
para a heteroscedasticidade € a estatistica LM para testarmos que todos os §; na equagao (8.19) sejam
zero, exceto o intercepto. Assim, nove restrigoes estdo sendo testadas neste caso. Também podemos
usar um teste F' desta hipétese; ambos os testes t€m justificativa assimptética.

Com somente trés varidveis independentes no modelo original, a equaco (8.19) tem nove varia-
veis independentes. Com seis varidveis independentes no modelo original, a regressio de White
envolveria geralmente 27 regressores (a menos que alguns sejam redundantes). Essa abundancia de
regressores € uma fraqueza na forma pura do teste de White: ele usa muitos graus de liberdade para
modelos com um ndmero moderado de varidveis independentes.
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E possivel obter um teste que seja mais facilmente implementado que o teste de White e menos
prejudicial quanto aos graus de liberdade. Para criar esse teste, observe que a diferenca entre os tes-
tes de White e de Breusch-Pagan € que o primeiro inclui os quadrados e os produtos cruzados das
varidveis independentes. Podemos obter o mesmo resultado utilizando menos fungdes das varidveis
independentes. Uma sugestdo € usar os valores estimados MQO para verificar a existéncia de hete-
roscedasticidade. Lembre-se de que os valores estimados sdo definidos para cada observagao i por

J: =Bo +Bixiy T Baxn + ...+ Bixy.

Os valores estimados sfio apenas fungdes lineares das variaveis independentes. Se eles forem elevados
ao quadrado, obteremos uma fungio particular de todos os quadrados e produtos cruzados das varia-
veis independentes. Isso sugere testar a heteroscedasticidade estimando a equagdo

=8y + 8,9 + 8,9+ erro, (8.20)

onde ¥ representa os valores estimados. E importante nio confundir $ com y nesta equagio. Usamos os
valores estimados porque eles sdo fungdes das varidveis independentes (e dos pardmetros estimados);
o uso de y em (8.20) ndo produz um teste valido para a heteroscedasticidade.

Podemos usar as estatisticas F ou LM para a hipétese nula Hy: 6, = 0, §, = 0 na equagio (8.20).
Isso resultard em duas restrigdes ao testar a hipétese nula da homoscedasticidade, a despeito do nime-
ro de varidveis independentes no modelo original. Preservar os graus de liberdade desta maneira €
quase sempre uma boa idéia, e também faz com que o teste seja implementado mais facilmente.

Como 9 € uma estimativa do valor esperado de y, dadas as varidveis x;, usar (8.20) para testar a
heteroscedasticidade € dtil nos casos em que ha suspeita de que a varidncia muda com o nivel do valor
esperado, E(y|x). O teste a partir de (8.20) pode ser visto como um caso especial do teste de White, ja
que pode ser mostrado que a equagio (8.20) impde restrigdes sobre os parametros da equagao (8.19).

UM CASO ESPECIAL DO TESTE DE WHITE PARA A HETEROSCEDASTICIDADE:

1. Estime o modelo (8.10) por MQO, da maneira habitual. Obtenha os residuos i € os valores
estimados $ do MQO. Calcule os residuos quadrados 4 e os quadrados dos valores estima-
dos $* do MQO.

2. Compute a regressao da equagdo (8.20). Guarde o R-quadrado desta regressao, R:;z.

3. Construa as estatisticas F ou LM e calcule o p-valor (usando a distribui¢do F, , _ 3 no pri-
meiro caso ¢ a distribuigdo x5 no dlimo).

EXEMPLO 8.5

(Forma Especial do Teste de White na Equac¢do do Log dos Precos de Imdveis)

Aplicamos o caso especial do teste de White na equagdo (8.18) na qual usamos a estatistica LM. O
importante a lembrar é que a distribuicao qui-quadrado sempre tem dois g/. A regressdo de a? sobre
Inteco, (Ipreco)?, onde Ipreco representa os valores estimados em (8.18), produz R%2 = 0,0392; assim,
LM = 88(0,0392) ~ 3,45, e 0 p-valor = 0,178. Isso é evidéncia de heteroscedasticidade mais forte do que
a fornecida pelo teste de Breusch-Pagan, mas ainda ndo podemos rejeitar a homoscedasticidade, mesmo ao
nivel de 15%.
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Antes de deixarmos esta se¢o, devemos comentar uma importante limitagdo. Temos interpretado
uma rejei¢do usando um dos testes de heteroscedasticidade como evidéncia de heteroscedasticidade.
Isso estd correto desde que mantenhamos as hip6teses RLM.1 a RLM.4. Mas se RLM.3 for violada —
especialmente se a forma funcional de E(y|x) estiver mal-especificada — entéo um teste de heterosce-
dasticidade pode rejeitar Hy, mesmo se Var(y|x) for constante. Por exemplo, se omitirmos um ou mais
termos quadriticos em um modelo de regressdo ou usarmos o modelo em nivel quando deveriamos
usar em log, um teste de heteroscedasticidade pode ser significante. Isso tem levado alguns economis-
tas a verem os testes de heteroscedasticidade como testes generalizados de md especificagdo. Porém,
existem testes melhores € mais diretos para testar a ma especifica¢@o de formas funcionais, e estuda-
remos alguns deles na Segio 9.1. E melhor usar, primeiro, testes especificos de formas funcionais, ja
que a mé especificagdo da forma funcional € mais importante que a heteroscedasticidade. Em seguida,
uma vez que estejamos satisfeitos com a forma funcional, podemos fazer o teste para verificar a exis-
téncia de heteroscedasticidade.

8.4 ESTIMAGAO DE MINIMOS QUADRADOS PONDERADOS

Se for detectada heteroscedasticidade com o uso de um dos testes da Secdo 8.3, sabemos da Secdo 8.2
que uma reagio possivel € usar estatisticas robustas em relacdo a heteroscedasticidade apés a estimagdo
MQO. Antes do desenvolvimento das estatisticas robustas em relagdo & heteroscedasticidade, a resposta
a descoberta de heteroscedasticidade era modelar e estimar sua forma especifica. Como veremos, isso
leva a um estimador mais eficiente que 0 MQO, e produz estatisticas ¢ e F que tém distribuig¢des r e F.
Embora isso pareca atraente, requer mais trabalho de nossa parte, pois temos de ser muito especificos
sobre a natureza de qualquer heteroscedasticidade.

A Heteroscedasticidade E Percebida como uma Constante Multiplicativa

Considere que x representa todas as varidveis explicativas na equagio (8.10) e assuma que
Var(u|x) = o”h(x), (8.21)

onde h(x) é alguma fung¢do das varidveis explicativas que determina a heteroscedasticidade. Como
variancias devem ser positivas, h(x) > 0 para todos os valores possiveis das varidveis independentes.
Supomos nesta subsegdo que a fungdo h(x) € conhecida. O parimetro populacional o é desconhecido,
mas teremos condi¢des de estima-lo a partir de uma amostra de dados. -

Para uma extragio aleatéria da populagdo, podemos escrever o7 = Var(u,|x)) = o”h(x)) = o™ h;,
onde novamente usamos a notagio x; para representar todas as varidveis independentes para as obser-
vagdes i, enquanto A; muda a cada observagdo porque as varidveis independentes mudam ao longo das
observagdes. Por exemplo, considere a fungdo simples de poupancga

poup; = Bo + Birenda; + u; (8.22)

Var(u;| renda;) = o”*renda, (8.23)
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Aqui, h(x) = h(renda) = renda: a variancia do erro € proporcional ao nivel da renda. Isso significa que,
conforme a renda aumenta, a variabilidade da poupanga cresce. (Se 3, > 0, o valor esperado da pou-
panga tamb€m aumenta com a renda.) Como renda € sempre positiva, a varidncia na equacio (8.23)
garantidamente serd sempre positiva. O desvio-padrdo de u;, condicional em renda;, ¢ o'V renda..

Como podemos usar a informagdo da equagédo (8.21) para estimar 3,7 Essencialmente, levamos
em conta a equagdo original,

Vi = Bo T Bixi + Boxip + o + Bixy + uy, (8.24)

que contém erros heteroscedasticos, € a transformamos em uma equagio que ndo contenha tais erros
(e satisfaga as outras hipéteses de Gauss-Markov). Como h; € apenas uma fungao de x;, p,-/\/l; tem
zero como valor esperado condicional em x;. Além disso, como Var(u,|x;) = E(u} |x) = o”h;, a varidncia
de u;/Vh. (condicional em x;) ¢ o*: :

E((/ Vi) = Bwdih, = (0*h)lh, = o2,

onde suprimimos a condicionalidade em x;, por simplicidade. Podemos dividir a equaggo (8.24) por
\/}71. para obter

}’i/\/E = BO/\/}T. + Bl(xn/\/”l—,-) + BZ(xiZI\/E) + ..

(8.25)
+ Buxa/ Vh) + (w/Vh)

ou
yE=Byxly + B xh + .+ Boxk + out, (8.26)

onde x¥ = 1/\/}7‘. e as outras variaveis sobrescritas com * representam as varidveis originais corres-
pondentes divididas por \//7,

A equagdo (8.26) parece um pouco peculiar, mas o importante a ser lembrado € que a derivamos
para podermos obter os estimadores de 8, que tenham propriedades de eficiéncia melhores que MQO.
O intercepto B, na equacdo original (8.24) agora estd multiplicando a varidvel x¥ = 1/\/17,.. Cada paréa-
metro de inclinagdo em B; multiplica uma nova varidvel que raramente tem interpretagio til. Isso nio
deve causar problemas se lembrarmos que, na interpretagio dos parimetros e do modelo, sempre que-
remos retornar a equagio original (8.24).

No exemplo precedente da poupanca, a equagdo transformada se assemelha a

poupi/Wendai = B,(1/ Vrenda) + B,Vrenda, + u7,

onde usamos o fato de que renda,/V renda, = "V renda,. Contudo, 3, € a propensdo marginal a poupar,
uma interpretagdo que obtemos da equacao (8.22).
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A equacio (8.26) € linear em seus parametros (portanto satisfaz RLM.1), e a hipétese de amos-
tragem aleatéria n3o se alterou. Além disso, u* tem uma média zero e uma variincia constante (),
condicional em x¥. Isso significa que se a equagio original satisfizer as quatro primeiras hipéteses de
Gauss-Markov, entdo a equagdo transformada (8.26) satisfard todas as cinco hipéteses de Gauss-
Markov. Além disso, se u; tiver uma distribuigio normal, entdo u* terd uma distribui¢do normal com
varidncia o%. Portanto, a equagio transformada satisfar4 as hipéteses do modelo linear classico (RLM.1
a RLM.6), se 0 modelo original também o fizer, com exce¢do da hipétese de homoscedasticidade.

Como sabemos que 0 MQO tem propriedades atraentes (BLUE, por exemplo) sob as hipéteses de
Gauss-Markov, a discussdo no paragrafo anterior sugere estimarmos os pardmetros da equagdo (8.26)
por minimos quadrados ordinarios. Esses estimadores, Bj, B} ..., B}, serdo diferentes dos estimadores
MQO na equagio original. Os B}‘ sdo exemplos de estimadores de minimos quadrados generalizados
(MQG). Neste caso, os estimadores MQG sa0 usados para explicar a heteroscedasticidade nos erros.
Encontraremos outros estimadores MQG no Capitulo 12.

Como a equagdo (8.26) satisfaz todas as hipéteses ideais, erros-padrio, estatisticas e estatisti-
cas F podem ser obtidas de regressdes que usem as variaveis transformadas. A soma dos quadrados
dos residuos em (8.26) dividida pelos graus de liberdade € um estimador nao-viesado de o”. Além
disso, os estimadores MQG, por serem os melhores estimadores lineares nao-viesados de B, sao
necessariamente mais eficientes que os estimadores MQO ,Bj obtidos da equagd@o ndo transformada.
Em esséncia, ap6s termos transformado as varidveis, simplesmente usamos a andlise padrao MQO.
Porém, devemos nos lembrar de interpretar as estimativas a luz da equagio original.

O R-quadrado obtido da estimag@o em (8.26), embora seja ttil para computar estatisticas F, ndo
¢ especialmente informativo como uma medida do grau de ajuste: ele nos informa quanto da variagio
em y* & explicado por x}, e isso raramente € significativo.

Os estimadores MQG para a corre¢@o da heteroscedasticidade sao chamados de estimadores de
minimos quadrados ponderados (MQP). Esse nome advém do fato de que Bj‘ minimiza a soma pon-
derada dos quadrados dos residuos, onde cada residuo quadrado € ponderado por 1/A;. A idéia € colo-
car menos peso nas observagdes com uma variancia de erro mais alta; o método MQO da a cada obser-
vagdo 0 mesmo peso, pois isso € melhor quando a varidncia do erro € id€ntica para todas as partigtes
da populagdo. Matematicamente, os estimadores MQP sdo os valores de b; que tornam a expressio

n

2 ;= by~ byx, —byxy = - by, )1, (8.2}

i=1

a0 pequena quanto possivel. Levar a raiz quadrada de 1/k; para dentro do residuo quadrado mostra que
a soma ponderada dos quadrados dos residuos € idéntica a soma dos quadrados dos residuos nas varid-
veis transformadas:

n

* _ ® ok — * _ 2
2 OF = byxtfy — by x% — by x%, — b, x A)
i=1

Como MQO minimiza a soma dos residuos quadrados (a despeito das defini¢des das varidveis depeu-
dente e independentes), concluimos que os estimadores MQP que minimizam (8.27) sdo simplesmen-
te os estimadores MQO de (8.26). Observe cuidadosamente que os residuos quadrados em (8.27) s@o
ponderados por 1/h;, enquanto as varidveis transformadas em (8.26) sdo ponderadas por 1/\/7zl..

Um estimador de minimos quadrados ponderados pode ser definido para qualquer conjunto de
pesos positivos. O MQO € o caso especial que atribui pesos iguais a todas as observagdes. O procedi-
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mento eficiente, MQG, pondera cada residuo quadrado pelo inverso da varidncia condicional de u;,
dado x;.

A obtencio das varidveis transformadas na equagao (8.25) com o objetivo de calcular manualmen-
te os minimos quadrados ponderados pode ser entediante, e nao se pode desprezar a possibilidade de
cometer erros. Felizmente, a maioria dos programas econométricos modernos tem um recurso para
computar minimos quadrados ponderados. Em geral, juntamente com as varidveis dependentes e
independentes no modelo original, apenas especificamos a func¢do de ponderagao, 1/A;, que aparece
em (8.27). Isto €, especificamos pesos proporcionais ao inverso da varidncia, e nao ao desvio-padrao.
Além de haver menor possibilidade de cometermos erros, isso nos for¢a a interpretar as estimativas
de minimos quadrados ponderados no modelo original. Alids, podemos escrever a equagéo estimada
da maneira habitual. As estimativas e os erros-padrao serdo diferentes do MQO, mas a maneira como
interpretamos essas estimativas, erros-padrio e estatisticas de testes € a mesma.

EXEMPLO 8.6
(Equagao de Poupan¢a Familiar)

A Tabela 8.1 contém estimativas de fun¢bes de poupanca construidas a partir do arquivo de dados
SAVING.RAW (sobre 100 familias, desde 1970). Estimamos o modelo de regressao simples (8.22) por MQO
e por minimos quadrados ponderados, assumindo no UGltimo caso que a varidncia é dada por (8.23). Em
sequida, adicionamos as variaveis tamanho da familia, idade do chefe da familia, anos de escolaridade do
chefe da familia e uma varidvel dummy indicando se o chefe da familia é negro.

No modelo de regressdo simples, a estimativa MQQO da propensdo marginal a poupar (PMP) é 0,147,
com uma estatistica t de 2,53. (Os erros-padrao MQO na Tabela 8.1 sdo os erros-padrao nao-robustos. Se
realmente considerassemos que a heteroscedasticidade seria um problema, provavelmente computariamos
também os erros-padrdo robustos em relacdo a heteroscedasticidade, o que ndo faremos neste caso.) A esti-
mativa MQP da PMP é um pouco mais alta: 0,172, com t = 3,02. Os erros-padrao das estimativas MQO e
MQP sdo muito semelhantes para este coeficiente. As estimativas MQO e MQP do intercepto sdo bastante
diferentes, mas isso ndo deve causar preocupagdo ja que as estatisticas ¢t sdo ambas muito pequenas.
Encontrar mudancas razoavelmente grandes em coeficientes que nao sdo significantes ndo é incomum quan-
do se comparam as estimativas MQO e MQP. Os R-quadrados nas colunas (1) e (2) ndo sdo comparaveis.

A adicdo de varidveis demograficas reduz a PMP, quer usemos o MQO ou o MQP; os erros-padrdo tam-
bém aumentam em quantidade razoavel (devido a multicolinearidade que é induzida pela incluséo dessas
varidveis adicionais). £ facil verificar, usando as estimativas do MQO ou do MQP, que nenhuma das variaveis
adicionais é, individualmente, significativa. Ser&o elas significativas conjuntamente? O teste F baseado na
estimativa MQO usa os R-quadrados das colunas (1) e (3). Com 94 g/ no modelo irrestrito e com quatro res-
trigbes, a estatistica F é F = [(0,0828 — 0,0621)/(1 — 0,0828)}(94/4) = 0,53 e 0 p-valor = 0,715. O teste
F, usando as estimativas MQP, usa os R-quadrados das colunas (2) e (4): F =~ 0,50 e o p-valor = 0,739.
Assim, usando o MQO ou 0 MQP, as variaveis demograficas sdo conjuntamente nao significantes. Isso suge-
re que o modelo de regressao simples relacionando poupanca a renda é suficiente.

Qual deveriamos escolher como nossa melhor estimativa da propensao marginal a poupar? Neste caso,
nao importa muito se usarmos a estimativa MQO de 0,147 ou a estimativa MQP de 0,172. Lembre-se de que
ambas sdo apenas estimativas de uma amostra relativamente pequena, e o intervalo de confianca de 95%
do MQO contém a estimativa MQP, e vice-versa.
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Tabela 8.1
Variavel Dependente: poup
Variaveis a 2 3) 4
Independentes MQO MQP MQO MQP
renda 0,147 0,172 0,109 0,101
¢ (0,058) (0,057) (0,071) (0,077)
tamanho . - 67,66 —6,87
(222,96) (168,43)
educ 151,82 139,48 .
u - (117,25) (100,54)
. 0,286 21,75
idade (50,031) (41,31)
neero 518,39 137,28
8 T T (1.308,06) (844,59)
intercepto 124,84 —124.95 —1.605,42 —1.854,81
P (655,39) (480,86) (2.830,71) (2.351,80)
Observagdes 100 100 100 100
R-quadrado 0,0621 0,0853 0,0828 0,1042

Usando os residuos MQO obtidos da regressdo MQO descrita na coluna (1) da Tabela 8.1, a regressio de 2
sobre renda produz uma estatistica t do coeficiente de renda de 0,96. Existe alguma necessidade de se usar
minimos quadrados ponderados no Exemplo 8.6?

Na pritica, raramente sabemos na forma simples como a varidncia depende de uma determinada
varidvel independente. Por exemplo, na equagdo de poupanga que inclui todas as varidveis demogrifi-
cas, como sabemos que a variincia de poup nio muda com a idade ou os niveis de educagio? Na maio-
ria das aplicagdes ficamos inseguros sobre Var(y|x), x;, ..., x;).

Existe um caso no qual os pesos necessarios para 0 MQP surgem naturalmente de um modelo eco-
nométrico subjacente. Isso acontece quando, em vez de usarmos dados em nivel individual, somente
temos médias de dados de algum grupo ou regido geogrifica. Por exemplo, suponha que estejamos
interessados em determinar a rela¢do entre o montante que um trabalhador contribui para seu plano de
pensdo como uma fun¢do da generosidade do plano. Suponhamos que 7 seja uma empresa em particu-
lar e que e represente um empregado dessa empresa. Um modelo simples ¢é

contrib; , = Bg + B ganhos;, + Bidade; , + Bataxcont; + u;,, (8.28)
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onde contrib; , € a contribui¢do anual por empregado e que trabatha na empresa i, ganhos; , € o ganho
anual dessa pessoa, e idade; , é a idade dessa pessoa. A varidvel taxcont; é o montante que a empresa
deposita na conta do empregado para cada ddlar pago em contribui¢do pelo empregado.

Se (8.28) satisfizer as hipéteses de Gauss-Markov, entdo poderemos estima-la, dada uma amostra
de individuos entre vdrios empregadores. Suponha, porém, que somente temos valores médios de con-
tribui¢des, ganhos e idade, por empregador. Em outras palavras, dados em nivel individual no estdo
disponiveis. Assim, fagcamos com que contrib, represente a contribui¢ao média do pessoal da empresa
i e, semelhantemente, ganhos, e idade; também representem médias. Seja m; o nimero de empregados
da empresa /; assumimos que esse € um nimero conhecido. Entdo, se computarmos a média da equa-
cdo (8.28) para todos os empregados da empresa i, obteremos a equagédo dela

‘contrib, = By + B,ganhos; + B,idade, + Bstaxcont; + u,, (8.29)

"
i

onde i, = m ' Y, u,, é o erro médio entre todos os empregados da empresa i. Se tivermos n empresas
e=1

na nossa amostra, entdo (8.29) sera apenas um modelo de regressdo linear miltipla que pode ser esti-
mado por MQO. Os estimadores serdo nao-viesados se 0 modelo original (8.28) satisfizer as hipéteses
de Gauss-Markov e os erros individuais y; , serdo independentes do tamanho da empresa, m; [porque
entdo o valor esperado de u,, dadas as varidveis explicativas em (8.29), sera zero).

Se a equagdo no nivel individual satisfizer a hipétese de homoscedasticidade, entdo a equagdo da
empresa (8.29) devera ter heteroscedasticidade. Assim, se Var(y; ) = o para todo i e e, entdo Var(u) =
o /m;. Em outras palavras, para empresas maiores, a varidncia do termo erro u; diminui com o tama-
nho da empresa. Neste caso, i; = 1/m;, €, portanto, o procedimento mais eficiente serd o dos minimos
quadrados ponderados, com pesos correspondentes ao nimero de empregados das empresas (1/h; = m;).
Isso garante que empresas grandes recebam maior peso, 0 que nos oferece um meétodo eficiente
de estimagdo dos pardmetros no modelo em nivel individual quando somente temos médias para
as empresas.

Uma ponderacio semelhante surge quando estamos usando dados per capita no nivel de cidade,
municipio, estado ou pais. Se a equagdo no nivel individual satisfizer as hipéteses de Gauss-Markov, o
‘erro na equacio per capita terd uma variancia proporcional a um sobre o tamanho da populagio.
Portanto, minimos quadrados ponderados com pesos iguais & populagdo serdo apropriados. Por exem-
plo, suponha que temos dados em nivel de cidades sobre 0 consumo per capita de cerveja (em ongas*),
a percentagem de pessoas com mais de 21 anos na populagio, niveis médios de educagiio dos adultos,
niveis médios de renda e o prego da cerveja nas cidades. Entdo, o modelo no nivel de cidades

cervpe = By, + Byperc2] + Bieducmed + Birendapc + Bypreco + u

pode ser estimado por minimos quadrados ponderados, com pesos iguais a populagdo das cidades.

A vantagem de fazer a ponderagéo pelos tamanhos da empresa, populagdo da cidade, e assim por
diante, depende de a equagdo individual subjacente ser homosceddstica. Se existir heteroscedasticida-’
de no nivel individual, entdo a pondera¢io adequada dependera da forma da heteroscedasticidade. Esta
¢ uma razio que explica porque um nimero cada vez maior de pesquisadores simplesmente computa
erros-padrio e estatisticas de teste robustos na estimagdo de modelos que usam dados per capita. Uma

NT: 1 onga = 29,574 mililitros.
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alternativa € ponderar pela populagéo, mas registrar as estatisticas robustas em relagdo a heteroscedas-
ticidade na estimag¢do MQP. Isso assegura que, embora a estimagao seja eficiente se o modelo no nivel
individual satisfizer as hipéteses de Gauss-Markov, qualquer heteroscedasticidade no nivel individual
seja representada pela inferéncia robusta.

A Necessidade de Estimar a Funcao de Heteroscedasticidade:
0 MQG Factivel

Na subsegao anterior, vimos alguns exemplos nos quais a heteroscedasticidade € conhecida como uma
forma multiplicativa. Na maioria dos casos, a forma exata de heteroscedasticidade néio € ébvia. Em
outras palavras, € dificil encontrar a fungio h(x;) da segio anterior. Contudo, em muitos casos pode-
mos modelar a fungdo £ e utilizar os dados para estimar os pardmetros desconhecidos nesse modelo.
Isso resulta em uma estimativa de cada h;, indicada por h O uso de h em lugar de A, na transforma-
¢do MQG produz um estimador chamado estimador MQG factivel (MQGF). O MQG factivel algu-
mas vezes é chamado de MOG estimado ou MQGE.

Existem varias maneiras de modelar a heteroscedasticidade, mas estudaremos um método parti-
cular razoavelmente flexivel. Assuma que

Var(ulx) = O’ZEXp(SO + 31x| + 62x2 + ...+ Sk.xk), ‘8-30’

onde x,, x,, ..., X; 530 varidveis independentes que aparecem no modelo de regressao [veja equagio
(8.1)], € §; s@o pardmetros desconhecidos. Outras fungdes de x; podem aparecer, mas nos concentrare-
mos prxmanamente em (8.30). Na notagdo da subsegio antenor, h(x) = exp(6y + 6,x; + 6-x5, + ... +
Or X1)-

Vocé pode estar curioso para saber por que usamos a fungdo exponencial em (8.30). Afinal de con-
tas, quando fizemos o teste para verificar a existéncia de heteroscedasticidade usando o teste de
Breusch-Pagan, assumimos que a heteroscedasticidade era uma funcao linear de x;. Alternativas linea-
res como (8.12) sdo boas quando verificamos a existéncia de heteroscedasticidade, mas elas podem ser
problematicas quando fazemos a corre¢do da heteroscedasticidade usando minimos quadrados ponde-
rados. J& encontramos a razdo para esse problema antes: modelos lineares ndo asseguram que os valo-
res previstos sejam positivos, e nossas variancias estlmadas devem ser positivas para podermos usar o
método MQP.

Se os parametros §; fossem conhecidos, apenas aplicariamos 0 MQP, como na subse¢do anterior.
Isso ndo € muito reahsta E melhor usar os dados para estimar esses parAmetros, € entdo utilizar essas
estimativas para construir os pesos. Como podemos estimar os §;? Basicamente, transformaremos essa
equagdo em uma forma linear que, com pequenas modlﬁcagoes podera ser estimada por MQO.

Sob a hipétese (8.30), podemos escrever

u’> = g’exp(By + 0%, + 8 + ... + 8, x)V,

onde v tem uma média igual a unidade, condicional em x = (x,, X, ..., x;). Se assumirmos que v € real-
mente independente de x, podemos escrever

log(u?) = ag + 81, + 8,00 + ... + 8, %, + e, (8.31)
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onde e tem média zero e € independente de x; o intercepto nessa equagdo ¢ diferente de 8,, mas isso
ndo € importante. A varidvel dependente € o log do erro quadrado.

Como (8.31) satisfaz as hipdteses de Gauss-Markov, podemos obter estimadores nio-viesados de
d; utilizando MQO.

Como sempre, devemos substituir o # ndo-observado pelos residuos MQO. Portanto, computamos
a regressao de

log(#) sobre x;, x,, ..., x;. | (8.32)

Na realidade, o que necessitamos dessa regressdo sao os valores estimados; vamos chamia-los de 2,.
Entao, as estimativas de h; serdo simplesmente

h: = exp(3)). (8.33)

Agora usamos o método MQP com pesos l/iz,- em lugar de 1/h; na equagdo (8.27). Fagamos um resu-
mo dos passos.

UM PROCEDIMENTO MQG FACTIVEL PARA CORRIGIR A HETEROSCEDASTICIDADE

1. Execute a regressio de y sobre x,, x», ..., X, € obtenha os residuos .
. A2 . . . .
Crie log(#”) primeiramente elevando ao quadrado os residuos MQO e depois calculando seu
log natural.

3. Execute a regressdo na equagio (8.32) e obtenha os valores estimados, g.
4. Calcule o exponencial dos valores estimados a partir de (8.32): I = exp(2).
5. Estime a equagdo

y=BptBix; t ..+ Brx, tu

pelo método MQP, usando pesos 1/ h.

Se pudéssemos usar h; em vez de IA1,- no procedimento MQP, saberiamos que nossos estimadores
seriam ndo-viesados; de fato, eles seriam os melhores estimadores lineares no-viesados, supondo que
tenhamos modelado apropriadamente a heteroscedasticidade. Estimar 4; usando os mesmos dados sig-
nifica que o estimador MQGYV deixa de ser ndo-viesado (portanto, ele tampouco pode ser BLUE). No
entanto, o estimador MQGYV € consistente e assimptoticamente mais eficiente que o MQO. Isso € difi-
cil de demonstrar devido a estimagdo dos pardmetros da variincia. Entretanto, se ignorarmos isso — o
que, no fim das contas, faremos — a prova € semelhante a demonstracio de que o MQO ¢€ eficiente na
classe de estimadores no Teorema 5.3. De qualquer forma, para amostras de tamanho grande, o MQGV
€ uma atraente alternativa ao MQO quando existe evidéncia de heteroscedasticidade que infla os erros-
padrio das estimativas MQO. '

Devemos lembrar que os estimadores MQGYV sio estimadores dos parimetros na equacgio

y=Bo+ Bix; + .. ¥ Brx. + u

- Assim como as estimativas MQO medem o impacto marginal de cada x; sobre y, as estimativas MQGV
também té€m essa caracteristica. Usamos as estimativas MQGV em lugar das estimativas MQO porque
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elas sdo mais eficientes e possuem estatisticas de testes associadas as distribui¢bes ¢ e F usuais, pelo
menos em amostras grandes. Se tivermos alguma divida sobre a varilncia especificada na equagio
(8.30), poderemos usar os erros-padrao e as estatisticas de testes robustos em relacdo a heteroscedas-
ticidade na equagiio transformada.

Outra alternativa util para estimar 4; € substituir as varidveis independentes na regressdo (8.32)
pelos valores estimados por MQO e seus quadrados. Em outras palavras, obter os g; como os valores
estimados da regressédo de

log(4*) sobre ¥, 3* (8.34)

e depois obter os /; exatamente como na equagio (8.33). Isso altera apenas o passo (3) do procedimen-
to anterior.

Se usarmos a regressao (8.32) para estimar a fungio da variancia, vocé vai querer saber se pode-
mos simplesmente fazer o teste para verificar a existéncia de heteroscedasticidade usando essa mesma
regressao (um teste F ou LM pode ser usado). Alids, Park (1966) fez essa sugestao. Infelizmente, quan-
do comparado com os testes discutidos na Secdo 8.3, o teste de Park tem alguns problemas. Primeiro,
a hipétese nula deve ser algo mais forte que a homoscedasticidade: efetivamente, 1 e x devem ser inde-
pendentes. Isso ndo € exigido pelos testes de Breusch-Pagan ou White. Segundo, o uso dos residuos
MQO i em lugar de 4 em (8.32) pode fazer com que a estatistica F se desvie da distribui¢do F, mesmo
em amostras de tamanho grande. Isso ndo € um problema nos outros testes que tratamos. Por essas
razdes, o teste de Park ndo € recomendado quando estivermos fazendo testes para verificar a existéncia
de heteroscedasticidade. A razao pela qual a regressdo (8.32) funciona bem para minimos quadrados
ponderados € que somente precisamos de estimadores consistentes de §;, ¢ a regressio (8.32) cer-
tamente os produz.

EXEMPLO 8.7
(Demanda de Cigarros)

Utilizamos os dados contidos no arquivo SMOKE.RAW para estimar uma funcao de demanda de consumo
didrio de cigarros. Como a maioria das pessoas nao fuma, a variavel dependente cigs € zero para a maioria
das observagbes. Um modelo linear nao é o ideal, pdis ele pode produzir valores previstos negativos. Mesmo
assim, podemos aprender alguma coisa sobre os determinantes do habito de fumar utilizando um modelo
linear.

A equacdo estimada por minimos quadrados ponderados, com os erros-padrao MQO usuais entre
parénteses, é

cfgs = —3,64 + 0,880 log(renda) — 0,751 log(precig)

(24,08) (0,728) (5,773)
—0,501 educ + 0,771 idade — 0,0090 idade* — 2,83 restaurn (8.35)
(0,167) (0,160) (0,0017) (1,11) :

n = 807, R* = 0,0526,



Wooldridge Capitulo 8 Heteroscedasticidade 265

%ﬁnx’nmm 8.7-(contiziuagao) *

onde cigs € o nimero de cigarros fumados por dia, renda é a renda anual, precig é 0 preco por maco de

cigarros (em centavos de délar), educ representa anos de escolaridade formal, idade é medida em anos e

: restaurn é um indicador binario igual a um se a pessoa residir em um estado com restricdes de fumar em

4 » restaurantes. Como também vamos trabalhar com o método de minimos quadrados ponderados, ndo regis-

" ~ traremos os erros-padrdo robustos em relagdo a heteroscedasticidade do MQO. (A propésito, 13 dos 807

~ valores estimados sao menores que zero; isso € menos de 2% da amostra e nao é motivo importante para
preocupagdo.)

Nem a renda nem o prego dos cigarros sao estatisticamente significantes em (8.35), e seus efeitos ndo
sdo grandes na pratica. Por exemplo, se a renda aumenta em 10%, cigs aumenta previsivelmente em
(0,880/100)(10) = 0,088, ou menos de um décimo de cigarro por dia. A magnitude do efeito do preco é
semelhante.

3 Cada ano de educagdo formal reduz a média de cigarros fumados por dia & metade, e o efeito ¢ esta-
tisticamente significante. O habito de fumar também esta relacionado com a idade, de um modo quadrati-
co, aumenta com a idade até a idade = 0,771/[2(0,009)] ~ 42,83, e depois diminui com a idade. Os dois
termos relacionados a idade sao estatisticamente significantes. A presenca de uma restrigao quanto a fumar
em restaurantes reduz o habito de fumar em quase trés cigarros por dia, em média.

Os erros subjacentes na equagdo (8.35) contém heteroscedasticidade? A regressdo de Breusch-
3 Pagan dos residuos quadrados MQO sobre as variaveis independentes em (8.35) [veja equacdo (8.14)]
produz R = 0,040. Esse R-quadrado pequeno pode parecer indicar a ndo-existéncia de heteroscedastici-
dade, mas devemos nos lembrar de calcular a estatistica F ou a LM. Se o tamanho da amostra for grande,
um R%2 aparentemente pequeno pode resultar em uma rejeicao muito forte da homoscedastladade A esta-
tistica LM é 807(0,040) = 32,28, e esse é o resultado de uma variavel aleatéria Xa O p-valor é menor que
0,000015, o que é uma evidéncia muito forte de heteroscedasticidade.

Portanto, estimamos a equacao usando o procedimento MQG factivel anterior. A equagio estimada é

o e e e

c?gs = 5,64 + 1,30 log(renda) — 2,94 log(precig)

’ (17,80) (0,44) (4,46)
: —0,463 educ + 0,482 idade — 0,0056 idade® — 3,46 restaurn (8.36)
(0,120) (0,097) (0,0009) (0,80)

: n =807, R* = 0,1134.

0 efeito da renda agora é estatisticamente significante e maior em magnitude. O efeito do prego é, também,
~ notavelmente maior, mas continua sendo estatisticamente nao significante. [Uma razdo para isso é que pre-
Cig varia somente entre estados na amostra, e assim existe muito menos variacdo em log(precig) do que em
log(renda), educ e idade.)]
' As estimativas sobre as outras variaveis, naturalmente, mudaram um pouco, mas a histéria continua a
mesma. Fumar esta relacionado negativamente com escolaridade, tem uma relagdo quadratica com a idade,
e é negativamente afetado pelas restricdes de fumar em restaurantes.

Devemos ter algum cuidado ao calcularmos estatisticas F para testar hipSteses multiplas ap6s a
estimagao por MQP. (Isso € valido se a soma dos residuos quadrados ou a forma R-quadrada da esta-
tistica F for usada.) E importante que 0s mesmos pesos sejam usados para estimar os modelos com e
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sem restri¢coes. Devemos primeiro estimar 0 modelo sem restricdes por MQO. Uma vez que tenhamos
obtido os pesos, poderemos usi-los para também estimar o modelo restrito. A estatistica F' pode ser
calculada da maneira habitual. Felizmente, muitos programas econométricos possuem um comando
simples para testar restri¢des conjuntas ap6s a estimagdo MQP, de modo que ndo precisamos, nds mes-
mos, calcular manualmente a regressao restrita.

Suponha que o modelo da heteroscedasticidade na equagdo (8.30) ndo esteja correto, mas usamos o pro-
cedimento MQG factivel baseado nessa variancia. O MQP ainda é coerente, mas 0s usuais erros-padrao,
estatisticas t etc. ndo serdo validos, mesmo assimptoticamente. O que podemos fazer? [Sugestdo: Veja a
equacdo (8.26), na qual uf¥contém heteroscedasticidade se Var(u|x) # a*h(x).]

O Exemplo 8.7 sugere uma questao que as vezes surge em aplicagdes de minimos quadrados
ponderados: as estimativas MQO e MQP podem ser substancialmente diferentes. Isso ndo € um
grande problema na equagio de demanda de cigarros, pois todos os coeficientes mantém os mes-
mos sinais, € as maiores mudangas s3o nas varidveis que eram estatisticamente ndo significantes
quando a equacio foi estimada por MQO. As estimativas MQO e MQP sempre serdo diferentes
devido ao erro amostral. O problema € quando suas diferencas sdo suficientes para alterar conclu-
sOes importantes.

Se os métodos MQO e MQP produzirem estimativas estatisticamente significantes que sejam dife-
rentes nos sinais — por exemplo, a elasticidade-preco estimada por MQO € significante e positiva,
enquanto a estimada por MQP € significante e negativa — ou se as diferencas em magnitude das esti-
mativas forem de fato grandes, devemos ficar desconfiados. Em geral, isso indica que uma das outras
hipéteses de Gauss-Markov € falsa, particularmente a hipdtese de média condicional dos erros nula
(RLM.3). A correlagdo entre u e qualquer varidvel independente causa viés e inconsisténcia no MQO
e no MQP, e os vieses normalmente serdo diferentes. O teste de Hausman [Hausman (1978)] pode ser
usado para comparar formalmente as estimativas MQO e MQP para verificar se elas diferem mais do
que € sugerido pelo erro amostral. Esse teste estd além do escopo deste livro. Em muitos casos, um
exame informal das estimativas € suficiente para detectar o problema.

8.5 0 MODELO DE PROBABILIDADE LINEAR REVISITADO

Como vimos na Segdo 7.5, quando a varidvel dependente y € bindria, o modelo deve conter heterosce-
dasticidade, a menos que todos os pardmetros de inclinag¢@o sejam nulos. Estamos agora em posigio de
lidar com esse problema.

A maneira mais simples de tratar a heteroscedasticidade no modelo de probabilidade linear &
continuar a usar a estima¢do MQO, mas também calcular os erros-padrio robustos nas estatisticas de
testes. Isso ignora o fato de que efetivamente conhecemos a forma da heteroscedasticidade do MPL.
Contudo, as estimativas MQO do MPL sao simples e geralmente produzem resultados satisfatérios.
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S new e EEEE
["EXEMPLO 8.8
:1\w>€
* (Participagdo de Mulheres Casadas na Forga de Trabalho)

. No exemplo da participagdo na forca de trabalho na Secdo 7.5 [veja equagdo (7.29)], registramos 0s
erros-padrao MQO habituais. Agora, também computamos os erros-padréo robustos em relacio a hete-
roscedasticidade. Eles estdo registrados entre colchetes abaixo dos erros-padrao usuais:

naft = 0,586 — 0,0034 nesprend + 0,038 educ + 0,039 exper

(0,154) (0,0014) (0,007) (0,006)
[0,151] [0,0015] [0,007] [0,006]

— 0,00060 exper” — 0,016 idade — 0,262 crianme6 + 0,0130 crianma6 (8.37)
(0,00018) (0,002) (0,034) (0,0132)
[0,00019] [0,002] [0,032] [0,0135]

n = 753, R> = 0,264.

Vérios dos erros-padrao robustos e MQO s&o os mesmos para o grau de precisio registrado; em todos os

casos, as diferencas sdo de fato muito pequenas. Portanto, embora a heteroscedasticidade seja um proble-

ma na teoria, ela nao é na pratica, pelo menos neste exemplo. Muitas vezes constata-se que 0s erros-padrao

e estatisticas de testes usuais MQO s@o semelhantes aos seus correspondentes robustos em relagdo a hete-
- roscedasticidade. E mais ainda, o esfor¢o exigido para computar ambos é minimo.

Geralmente, os estimadores MQO sio ineficientes no MPL. Lembre-se de que a varidncia condi-
] cional de y no MPL ¢

i Var(yjx) = p@)[1 — p)], (8.38)
onde
“ . px) = Bot+ Bix; + .. + Brx; (8.39)

€ a probabilidade de resposta (probabilidade de sucesso, y = 1). Parece natural usar minimos quadrados
ponderados, mas existem alguns obstaculos. A probabilidade p(x) claramente depende de parimetros
desconhecidos da populagdo, B,. No entanto, realmente temos estimadores ndo-viesados desses parime-
! tros, ou seja, os estimadores MQO. Quando os estimadores MQO sdo integrados na equagdo (8.39),
; obtemos os valores estimados do MQO. Assim, para cada observagio i, Var(y,|x;) é estimada por

Y

ih‘ = 3’1‘ a- 3’;‘), (8-40’

onde y; € o valor estimado por MQO da observagao i. Agora, aplicamos o MQG factivel, exatamente
como na Segio 8.4.
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Infelizmente, ter condigao de estimar 4; de cada i nfo significa que poderemos prosseguir direta-
mente com a estimagdo MQP. O problema € 0 que discutimos brevemente na Secdo 7.5: os valores esti-
mados y; ndo precisam cair no intervalo unitdrio. Se y; < 0 ou y, > 1, a equagio (8.40) mostra que h.
serd negativo. Como o método MQP prossegue multiplicando a observag@o i por l/\/}—l_ o método
falhard se h for negativo (ou zero) em qualquer observagdo. Em outras palavras, todos os pesos do
método MQP devem ser positivos.

Em alguns casos, 0 < y; < 1 para todos os i, quando o MQP pode ser usado para estimar o MPL.
Nos casos com muitas observagdes e pequenas probabilidades de sucesso ou fracasso, € muito comum
encontrarmos alguns valores estimados fora do intervalo unitdrio. Se isso acontecer, como no exemplo
da participacdo na forca de trabalho na equacgao (8.37), é mais facil abandonar o método MQP e regis-
trar as estatisticas robustas em relago 2 heteroscedasticidade. Uma alternativa é ajustar os valores esti-
mados menores que zero ou maiores que a unidade, € depois aplicar o mé€todo MQP. Uma sugestao €
definir y; = 0,01 se y; < 0ey; = 0,99 se y, > 1. Infelizmente, isso exigird uma escolha arbitréaria por
parte do pesquisador — por exemplo, por que ndo usar 0,001 e 0,999 como os valores estimados? Se
muitos valores estimados estiverem fora do intervalo unitdrio, o ajuste pode afetar os resultados; nesta
situacgdo, provavelmente sera melhor usar somente o método MQO.

ESTIMANDO O MODELO DE PROBABILIDADE LINEAR POR MINIMOS QUADRADOS
PONDERADOS

1. Estime o modelo por MQO e obtenha os valores estimados y.

2. Determine se todos os valores estimados estdo dentro do intervalo unitdrio. Se assim for,
prossiga para o passo (3). Caso contrdrio, alguns ajustes serao necessdrios para trazer todos
os valores estimados para dentro do intervalo unitdrio.

Construa as varidncias estimadas na equagio (8.40).

4. Estime a equagdo

w

y=Bagt+ B+ ..+ Bix.tu

por MQP, usando pesos 1/h.

EXEMPLO 8.9
(Determinantes da Propriedade de Computadores Pessoais)

Utilizamos os dados contidos no arquivo GPAT.RAW para estimar a probabilidade de possuir um computa-
dor. PC é um indicador bindrio igual a unidade se o aluno possuir um computador, e zero caso contrario. A
varidvel nmem ¢ a nota média do ensino médio, tac é a nota do teste de avaliagdo de conhecimentos para
ingresso em curso superior e paisfac é um indicador binario igual a um se pelo menos um dos genitores tem
curso superior. (Indicadores separados para a mae e para o pai nao produzem resultados individualmente sig-
nificantes, ja que sdo bastante correlacionados.)

A equacao estimada por MQO é

PC = —0,0004 + 0,065 nmem + 0,0006 ACT + 0,221 paisfac
(0,4905) (0,137) (0,0155) (0,093)
[0,4888] [0,139] [0,0158] [0,087] (8.41)
n = 141, R* = 0,0415.
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EXEMPLO 8.9 {continuagao)

Como no exemplo 8.8, ndo existem diferencas substanciais entre os erros-padrdo usuais e os robustos. N&o
obstante, também estimamos o modelo por MQP. Como todos os valores estimados se encontram dentro do
intervalo unitario, ndo sao necessarios ajustes:

] N E

PC = 0,026 + 0,033 nmem + 0,0043 ACT + 0,215 paisfac
(0,477)  (0,130) (0,0155) (0,086) (8.42)
n = 141, R*> = 0,0464.

N&o existem diferencas importantes nas estimativas MQO e MQP. A Unica varidvel explicativa significante
é paisfac, e em ambos 0s casos estimamos que a probabilidade de propriedade de um computador pessoal é
cerca de 0,22 maior se pelo menos um dos genitores tem curso superior.

Iniciamos revendo as propriedades dos minimos quadrados ordindrios na presenga de heteroscedasti-
cidade. Esta ndo causa viés ou inconsisténcia nos estimadores MQO, mas os erros-padrio ¢ as estatis-
ticas de testes usuais ndo serdo mais validos. Mostramos como computar erros-padrao e estatisticas ¢
robustos em relagdo a heteroscedasticidade, algo que € feito rotineiramente por muitos programas eco-
nométricos. A maioria dos programas também computa uma estatistica F robusta em rela¢io a heteros-
cedasticidade.

Discutimos duas maneiras comuns de verificar a existéncia de heteroscedasticidade: o teste de
Breusch-Pagan e um caso especial do teste de White. Essas duas estatisticas envolvem a regressao dos
residuos quadrados do MQO sobre as varidveis independentes (BP) ou sobre os valores estimados e o
quadrado destes (White). Um teste F simples € assimptoticamente vélido; existem também versdes do
multiplicador de Lagrange dos testes.

O MQO nio € mais o melhor estimador linear ndo-viesado na presenca de heteroscedasticidade.
Quando a forma da heteroscedasticidade € conhecida, a estimag@o por minimos quadrados generaliza-
dos (MQG) pode ser usada. Isso conduz aos minimos quadrados ponderados como um meio de obter
estimadores BLUE. As estatisticas de testes da estimagdo MQP sdo perfeitamente vdlidas quando o
termo erro € normalmente distribuido ou assimptoticamente valido sob ndo normalidade. Isso supde, €
claro, que temos o modelo de heteroscedasticidade apropriado.

Mais comumente, devemos estimar um modelo quanto a heteroscedasticidade antes de aplicarmos

0 MQP. O estimador MQG factivel resultante nao mais serd ndo-viesado, mas serd consistente e
assimptoticamente eficiente. As estatisticas habituais da regressdo MQP sao assimptoticamente vali-
das. Discutimos um método para assegurar que as varidncias estimadas sejam estritamente positivas
para todas as observagdes, o que € necessirio para aplicar o método MQP.
: Como discutimos no Capitulo 7, o modelo de probabilidade linear de uma varidvel dependente
bindria terd, necessariamente, um termo erro heteroscedéstico. Uma maneira simples de lidar com esse
problema & computar estatisticas robustas em relacdo a heteroscedasticidade. Alternativamente, se
todos os valores estimados (isto €, as probabilidades estimadas) estiverem estritamente entre zero e um,
0s minimos quadrados ponderados poderio ser usados para a obtencdo de estimadores assimptotica-
mente eficientes.

T o s A R B D AT I R R,
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8.1 Quais das seguintes alternativas sdo conseqtiéncias da heteroscedasticidade?
(1)  Os estimadores MQO, ﬁ’j, sa0 inconsistentes. .
(ii) A estatistica F usual ndo mais tem uma distribui¢do F. .
(iii) Os estimadores MQO ndo mais sdo BLUE.

8.2 Considere um modelo linear para explicar o consumo mensal de cerveja:

cerveja = By + Byrenda + Bopreco + Bieduc + Buferninino + u
E(u|renda,preco,educ, feminino) = 0
Var(u|renda,prego,educ, feminino) = o?renda®.

Escreva a equagio transformada que tenha um termo erro homoscedastico.

8.3 Verdadeiro ou Falso: O método MQP € preferido a0 MQO quando uma variavel importante for
omitida do modelo. '

8.4 Utilizando os dados contidos no arquivo GPA3.RAW, a seguinte equagdo foi estimada para os
alunos de uma universidade:

nsgrad = —2,12 + 0,900 npgrad + 0,193 nmgradac + 0,0014 tothrs

(0,55) (0,175) (0,064) (0,0012)
[0,55] [0,166] [0,074] -~ [0,0012]
+ 0,0018 sat ~ 0,0039 emperc + 0,351 feminino — 0,157 estac
(0,0002) (0,0018) (0,085) (0,098)
[0,0002] [0,0019] [0,079] [0,080]

n =269, R* = 0,465.

Aqui, nsgrad ¢ a nota obtida pelo aluno no exame final do curso, no semestre corrente, npgrad ¢ uma
média ponderada das notas nas diversas disciplinas cursadas no semestre, nmgradac é a nota do
exame de final de semestre, no semestre anterior, tothrs € o total de créditos em horas, acumuladas
até o semestre anterior, sat € a nota do aluno no exame de ingresso na Universidade, emperc € o per-
centil do aluno no curso médio na escola em que o aluno se formou antes de ingressar na
Universidade, feminino é uma dummy de género e estac € uma dummy igual a um se o esporte pra-
ticado pelo aluno for praticado durante o outono. Os erros-padro usuais e 0s robustos em relagfio a
heteroscedasticidade estdo registrados entre parénteses e colchetes, respectivamente.

(i) As varidveis npgrad, nmgradac ¢ tothrs t€m os efeitos estimados esperados? Quais dessas varia-
veis sdo estatisticamente significantes ao nivel de 5%? Importa quais erros-padrio sdo usados?

(ii) Por que a hipétese Hp:B,,,,.«« = 1 faz sentido? Teste esta hipétese contra a alternativa bicaudal
ao nivel de 5%, usando ambos o0s erros-padrao. Descreva suas conclusdes.

(iif) Verifique se existe um efeito sazonal sobre a varidvel nsgrad, usando ambos os erros-padrio. O
nivel de significincia no qual a hipétese nula pode ser rejeitada depende do erro-padrio usado?
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8.5 A varidvel fuma € uma varidvel bindria igual a um se a pessoa fuma, e zero caso contririo.
Utilizando os dados contidos no arquivo SMOKE.RAW, estimamos um modelo de probabilidade
linear de fuma: ‘

Sfuma = 0,656 — 0,069 log(precig) + 0,012 log(renda) — 0,029 educ

(0,855) (0,204) (0,026) (0,006)
[0,856] [0,207] [0,026] [0,006]
+ 0,020 idade — 0,00026 idade® — 0,101 restaurn — 0,026 branco
(0,006) (0,00006) (0,039) (0,052)
[0,005] [0,00006] [0,038] [0,050]

n = 807, R* = 0,062.

A variavel branco é igual a um se a pessoa for branca, € zero caso contrario; as outras variaveis inde-
pendentes foram definidas no Exemplo 8.7. Tanto os erros-padrio usuais como os robustos em rela-
¢do a heteroscedasticidade estdao informados.

(i)  Existe alguma diferenga importante entre os dois conjuntos de erros-padrao?

(i)) Mantendo os outros fatores fixos, se a educa¢io aumentar em quatro anos, o que aconte-
ce com a probabilidade de fumar estimada?

(iii) Em que ponto mais um ano de idade reduz a probabilidade de fumar?

(iv) Interprete o coeficiente da varidvel bindria restaurn (uma varidvel dummy igual a um se a
pessoa viver em um estado em que hé restrigdes de fumar em restaurantes).

(v) A pessoa numero 206 no conjunto de dados tem as seguintes caracteristicas: precig
= 67,44, renda = 6.500, educ = 16, idade = 77, restaurn = 0, branco = 0 e fuma = 0.
Calcule a probabilidade de fumar dessa pessoa e comente o resultado.



Fundamentos da Probabilidade

ste apéndice trata dos conceitos-chave de probabilidade basica. Os Apéndices B e C sdo essen-

cialmente de recapitulagdo; eles ndo pretendem substituir um curso sobre probabilidade ou esta-

tistica. Porém, todos os conceitos sobre probabilidade e estatistica que usamos neste livro sdo
discutidos nesses apéndices.

A probabilidade por si s6 € de interesse dos estudiosos de negdcios, economia e outras ciéncias
sociais. Por exemplo, considere o problema de uma empresa aérea que esteja tentando decidir quantas
reservas aceitar para um véo com 100 lugares disponiveis. Se menos de 100 pessoas quiserem fazer
reservas, entdo todas deverdo ser aceitas. Mas e se mais de 100 pessoas solicitarem reserva? Uma solu-
¢do segura seria aceitar no maximo 100 reservas. Porém, como algumas pessoas fazem reservas e ndo
comparecem para o embarque, existe alguma probabilidade de que o avido ndo lote mesmo que sejam
feitas 100 reservas. Isso resultard em perda de receita para a empresa aérea. Uma estratégia diferente
seria aceitar mais de 100 reservas e esperar que algumas pessoas ndo comparecam para embarque,
assim o nimero final de passageiros seria o0 mais proximo possivel de 100. Essa decis@o corre o risco
de a companhia aérea ter de compensar as pessoas que nao puderam embarcar devido a venda de um
nimero de assentos maior que o da capacidade do avio.

Uma questdo natural nesse contexto €: podemos decidir sobre o nimero 6timo (ou o melhor) de
reservas que a companhia aérea deveria fazer? Esse ndo € um problema trivial. Contudo, levando-se
em consideracdo certas informacdes (sobre os custos da empresa aérea e a freqii€ncia das pessoas dei-
xarem de comparecer para o embarque), podemos usar probabilidade bésica para chegar a uma solugio.

B.1 VARIAVEIS ALEATORIAS E SUA DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE

Suponha que joguemos para o alto uma moeda dez vezes e contemos o nimero de vezes em que dé
cara. Esse € um exemplo de um experimento. De forma geral, um experimento € qualquer procedi-
mento que possa, pelo menos em teoria, ser repetido indefinidamente, e tem um conjunto de resulta-
dos bem definido. Poderfamos, em principio, continuar tirando cara ou coroa repetidamente. Antes de
atirarmos a moeda, sabemos que o nimero de caras que aparecerd serd um inteiro entre 0 e 10, e, por-
tanto, os resultados do experimento sdo bem definidos.

Uma variavel aleatéria ¢ aquela que assume valores numéricos e tem um resultado que € deter-
minado por um experimento. No exemplo da moeda, o nimero de caras que aparecerd em dez lances
de uma moeda € um exemplo de uma varidvel aleatéria. Antes de atirarmos a moeda dez vezes, ndo
sabemos quantas vezes vai dar cara. Ao langarmos a moeda dez vezes e contarmos o nimero de vezes
que deu cara, obteremos o resultado da varidvel aleatéria para essa particular verificacdo do experimen-
to. Outra verificacio poderd produzir um resultado diferente.

21
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No exemplo das reservas da empresa aérea mencionado anteriormente, o nimero de pessoas que
comparece para o embarque € uma variavel aleatdria: antes de qualquer vdo, ndo sabemos quantas pes-
soas comparecerao para embarque.

Para analisar os dados coletados em economia e nas ciéncias sociais, € importante ter-se um conhe-
cimento basico das varidveis aleatérias e de suas propriedades. Seguindo as convencgdes tradicionais de
probabilidade e estatistica, ao longo dos Apéndices B e C, representaremos as variaveis aleatérias com
letras maidsculas, em geral W, X, Y e Z; os resultados particulares das varidveis aleatdrias sdo repre-
sentados pelas mintsculas correspondentes, w, x, y e z. Por exemplo, no experimento da moeda, seja X
o nimero de vezes que apareceu cara em dez lances da moeda. Nesse caso, X ndo estd associado com
qualquer valor em particular, mas sabemos que X assumird um valor do conjunto {0, 1, 2, ..., 10}. Um
resultado particular seria, digamos, x = 6.

Indicamos colegdes grandes de varidveis aleatérias pelo uso de subscritos. Por exemplo, se
registrarmos a renda do ano passado de 20 familias escolhidas aleatoriamente nos Estados Unidos,
poderemos representar essas varidveis aleatérias por X;, X,, ..., X5¢; os resultados particulares seriam
representados por x;, Xy, ..., Xaq.

Como afirmado na defini¢do, as varidveis aleatérias sempre sdo estabelecidas para assumir valo-
res numéricos, mesmo quando descrevem eventos qualitativos. Por exemplo, considere jogar uma
unica moeda, na qual os dois resultados sdo cara e coroa. Podemos definir uma varidvel aleatéria da
seguinte forma: X = 1 se der cara, e X = 0 se der coroa.

Uma variavel aleatéria que somente pode assumir os valores zero e um € chamada variavel alea-
toria de Bernoulli (ou binaria). Em probabilidade basica, € tradicdo chamar o evento X = 1 de “suces-
so” e o evento X = 0 de “fracasso”. A nomenclatura sucesso-fracasso pode ndo corresponder a nossa
nogdo de sucesso e fracasso em determinadas aplicagdes, mas € uma terminologia ttil que adotaremos.

Variaveis Aleatorias Discretas

Uma variavel aleatéria discreta € a que somente assume um nimero finito ou infinito enumeravel de
valores. A nocdo de “infinito enumerdvel” significa que, embora um nimero infinito de valores possa
ser assumido por uma varidvel aleatdria, esses valores podem ser postos em uma correspondéncia um-
a-um com os nimeros inteiros positivos. Como a distin¢ao entre “infinito enumeravel” e “infinito nao-
enumerdvel” € um pouco sutil, nos concentraremos nas varidveis aleatérias discretas que assumem
somente um nuimero finito de valores. Larsen e Marx (1986, Capitulo 3) apresentam uma abordagem
detalhada sobre o assunto.

Uma varidvel aleatéria de Bernoulli € o exemplo mais simples de uma varidvel aleatéria discreta.
A Unica coisa que precisamos para descrever completamente o comportamento de uma varidvel alea-
téria de Bernoulli € a probabilidade que ela assume no valor um. No exemplo da moeda, se ela for
“justa”, entdo, P(X = 1) = 1/2 (Ié-se como “a probabilidade de que X seja igual a um € de 0,5). Como
a soma das probabilidades deve ser igual a unidade, P(X = 0) = 1/2.

Os cientistas sociais estdo interessados em mais do que cara ou coroa, e, portanto, devemos con-
siderar situagdes mais gerais. Novamente, considere o exemplo em que a empresa aérea tem de deci-
dir quantas reservas aceitar para um voo com 100 lugares disponiveis. Esse problema pode ser anali-
sado no contexto de diversas varidveis aleatdrias de Bernoulli da seguinte maneira: para um passageiro
selecionado aleatoriamente, defina uma varidvel aleatéria de Bernoulli como X = 1 se a pessoa apare-
cer para embarque, e X = 0 se ndo aparecer.

Nao ha nenhuma razdo para pensar que a probabilidade de qualquer passageiro em particular com-
parecer para embarque ser 1/2; em principio, a probabilidade pode ser qualquer nimero entre zero e
um. Chame esse nimero 60, de forma que
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PX=1) =6 (B.1)

PX=0)=1-6. (B.2)

Por exemplo, se § = 0,75, existird 75% de probabilidade de que um passageiro apareca para o embar-
que apos ter feito a reserva e 25% de probabilidade de que o passageiro ndo apareca. Intuitivamente, o
valor de 6 € fundamental para determinar a estratégia da companhia aérea quanto a aceitacio de reser-
vas. Os métodos para estimar 6, considerando os dados histdricos de reservas das companhias aéreas,
sdo topicos de estatistica matemadtica, que veremos no Apéndice C.

De forma mais geral, qualquer varidvel aleatdria discreta é completamente descrita listando seus
possiveis valores e a probabilidade associada que ela assume para cada valor. Se X assumir os k possi-
veis valores {x, ..., x;}, as probabilidades p,, p,, ..., p; serdo definidas por

p;=PX=x),j=12,..,k (B.3)
onde cada p; estard entre zero e um e
prtpt ... tpe=1 (B.4)

A equagdo (B.3) € lida como: “A probabilidade de X assumir o valor x; € igual a p;”.

As equacdes (B.1) e (B.2) mostram que as probabilidades de sucesso e fracasso de uma varidvel
aleatdria de Bernoulli sdo determinadas inteiramente pelo valor de 6. Como as varidveis aleatérias de
Bernoulli sdo tdo freqiientes, temos uma notagdo especial para elas: X ~ Bernoulli(f) € lida como “X
tem uma distribui¢do de Bernoulli com probabilidade de sucesso igual a 6.”

A funcio densidade de probabilidade (fdp) de X resume as informacdes relativas aos possiveis
resultados de X e as probabilidades correspondentes:

f(xj) = pp] = 19 27 oo k3 (B.S)

com f{x) = 0 de qualquer x ndo igual a x; para algum j. Em outras palavras, para qualquer niimero real
x, flx) serd a probabilidade que a varidvel aleatdria X assumird para o valor particular de x. Quando lida-
mos com mais de uma varidvel aleatdria, algumas vezes € til subscrever a fdp em questdo: fy € a fdp
de X, fy € a fdp de Y, e assim por diante.

Dada a fdp de qualquer varidvel aleatoria discreta, € simples calcular a probabilidade de qualquer
evento envolvendo aquela varidvel aleatéria. Por exemplo, suponha que X seja o nimero de pontos fei-
tos por um jogador de basquetebol a cada dois lances livres, de forma que X pode assumir os trés valo-
res {0,1,2}. Assuma que a fdp de X seja dada por

S0) = 0,20, f(1) = 0,44, e f(2) = 0,36.

A soma das trés probabilidades € igual a um, como deveria ser. Usando essa fdp, podemos calcu-
lar a probabilidade de que o jogador converta pelo menos um lance livre: P(X = 1) = P(X = 1) + P(X
=2) = 0,44 + 0,36 = 0,80. A fdp de X € mostrada na Figura B.1.
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Figura B.1
A fdp do numero de lances livres convertidos a cada duas tentativas.

fx)

0,44

0,36

0,20

Variaveis Aleatorias Continuas

Uma varidvel X serd uma variavel aleatéria continua se assumir qualquer valor real com probabili-
dade zero. Essa defini¢cdo € um tanto quanto contra-intuitiva, ja que em qualquer aplicacio acabaremos
observando algum resultado para uma varidvel aleatéria. A idéia € que uma varidvel aleatdria continua
X pode assumir tantos valores possiveis que ndo podemos enumera-los ou compard-los com os intei-
ros positivos, de modo que a consisténcia 16gica garante que X pode assumir cada valor com probabi-
lidade zero. Embora as medidas sejam sempre discretas na pratica, as varidveis aleatdrias que assumem
numerosos valores sdo melhor tratadas como continuas. Por exemplo, a medida mais refinada do preco
de um bem € em termos de centavos. Podemos nos imaginar relacionando todos os possiveis valores de
precos ordenadamente (mesmo que a lista possa continuar indefinidamente), o que tecnicamente faz
com que prego seja uma varidvel aleatdria discreta. Porém, existem tantos valores possiveis de pregos
que o uso da mecanica das varidveis aleatdrias discretas ndo € viavel.

Podemos definir uma fung@o densidade de probabilidade para varidveis aleatérias continuas, e,
como acontece com as varidveis aleatdrias discretas, a fdp fornecerd informagdes sobre os provaveis
resultados da varidvel aleatéria. Porém, como também ndo faz sentido discutir a probabilidade de que
uma varidvel aleatéria continua assuma um valor em particular, usamos a fdp de uma varidvel aleatd-
ria continua somente para computar eventos envolvendo uma diversidade de valores. Por exemplo, se
a e b forem constantes onde a < b, a probabilidade de X estar entre os nimeros a e b, P(a = X = D),
serd a drea sob a fdp entre os pontos a e b, como mostrado na Figura B.2. Se vocé estiver familiariza-
do com célculo diferencial, voc€ reconhecerd isso como a integral da fungdo fentre os pontos a e b. A
area total sob a fdp deve sempre ser igual a um.
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Figura B.2
A probabilidade que X esteja entre os pontos a e b.

fx)

Ao computar probabilidades para varidveis aleatérias continuas, € mais facil trabalhar com a fun-
¢ao de distribuicao cumulativa (fdc). Se X for qualquer varidvel aleatéria, entdo, sua fdc serd defini-
da por qualquer numero x real pela equagao

F(x) = P(X = x). (B.6)

Para varidveis aleatorias discretas, (B.6) serd obtida somando a fdp para todos os valores x; tais que
x; = x. Para uma varidvel aleatdria continua, F(x) serd a drea sob a fdp, f, a esquerda do ponto x. Como
F(x) € simplesmente uma probabilidade, ela estard sempre entre 0 e 1. Além disso, se x; < x,, entdo,
P(X = x;) = P(X = x,), isto é, F(x;) = F(x,). Isso significa que uma fdc € uma funcio crescente (ou
pelo menos ndo-decrescente) de x.

Duas propriedades importantes das fdcs que sdo titeis no célculo de probabilidades sdo as seguintes:

Para qualquer nimero ¢, P(X > ¢) = 1 — F(c). (B.7)

Para quaisquer nimeros a < b, P(a < X = b) = F(b) — F(a). (B.8)
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Em nosso estudo da econometria, usaremos as fdcs para calcular probabilidades somente de varidveis
aleatdrias continuas, caso em que ndo importa se as desigualdades nas especificagdes probabilisticas
sdo estritas ou ndo. Ou seja, para uma varidvel aleatéria continua X,

P(X=c¢) = P(X > ¢) (B.9)

Pa<X<b)=Pa=X=b)=Pa=X<b)=Pa<X=h). (B.10)

Combinadas com (B.7) e (B.8), as equagdes (B.9) e (B.10) expandem bastante os cdlculos de probabi-
lidade que podem ser feitos com o uso de fdcs continuas.

As funcdes de distribuicdes cumulativas foram tabuladas para todas as distribui¢des continuas
importantes em probabilidade e estatistica. A mais conhecida delas € a distribui¢do normal, da qual tra-
taremos com algumas distribui¢des relacionadas na Secdo B.5

B.2 DISTRIBUIGOES CONJUNTAS, DISTRIBUICOES CONDICIONAIS E
INDEPENDENCIA

Em economia, geralmente estamos interessados na ocorréncia de eventos que envolvem mais de uma
varidvel aleatéria. No exemplo das reservas da companhia aérea anteriormente referido, esta pode estar
interessada na probabilidade de que uma pessoa que faz uma reserva comparecga para embarque e que
seja uma pessoa que viaje a negdcios; esse € um exemplo de uma probabilidade conjunta. Ou a empresa
aérea pode estar interessada na seguinte probabilidade condicional: condicional a pessoa ser uma pes-
soa que viaje a negdcios, qual € a probabilidade de que ela comparega para embarque? Nas proximas
duas subsec¢des, formalizaremos a nocdo de distribui¢des conjunta e condicional e a importante nogao
de independéncia das varidveis aleatdrias.

Distribuicées Conjuntas e Independéncia

Sejam X e Y varidveis aleatérias discretas. Entdo, (X,Y) tém uma distribuicao conjunta, que € total-
mente definida pela fungdo densidade de probabilidade conjunta de (X,Y):

fX,Y(x’y) = P(X = x’Y = y)’ (B.ll)

onde o lado direito € a probabilidade de que X = x e ¥ = y. Quando X e Y sdo continuas, uma fdp con-
junta também pode ser definida, mas ndo trataremos de tais detalhes, pois fdps conjuntas de varidveis
aleatdrias continuas néo s@o explicitamente usadas neste livro.

Em um caso, € ficil obter a fdp conjunta se forem dadas as fdps de X e Y. Em particular, as varia-
veis aleatdrias X e Y sdo independentes se, e somente se,

Fxy(y) = fx()f,(y) (B.12)
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para todos os x e y, quando fx for a fdp de X e fy for a fdp de Y. No contexto de mais de uma variavel
aleatdria, as fdps fy e fy sdo freqiientemente chamadas fungées de densidade de probabilidade margi-
nal para distingui-las da fdp conjunta fy y. Essa defini¢do de independéncia € vdlida para varidveis alea-
térias discretas e continuas.

Para entendermos o significado de (B.12) € mais facil lidar com o caso discreto. Se X e Y forem
discretas, entdo, (B.12) serd a mesma coisa que

P(X = x,Y = y) = P(X = X)P(Y = y); (B.13)

em outras palavras, a probabilidade de que X = x e Y = y € o produto das duas probabilidades P(X = x)
e P(Y = y). Uma implicacdo de (B.13) € que as probabilidades conjuntas sdo razoavelmente faceis de
serem calculadas, ja que elas apenas exigem o conhecimento de P(X = x) e P(Y = y).

Se as varidveis aleatdrias ndo forem independentes, entdo, elas sdo dependentes.

EXEMPLO B.1
(Arremessos de Lances Livres)

Considere um jogador de basquetebol fazendo dois lances livres. Seja X uma variavel aleatéria de Bernoulli
igual a um se ele converter o primeiro arremesso, e zero, caso contrario. Seja Y uma variavel aleatoria de
Bernoulli igual a um se ele converter o segundo arremesso. Suponha que ele seja um jogador que converte
80% dos arremessos, de forma que P(X = 1) = P(Y = 1) = 0,8. Qual é a probabilidade de o jogador con-
verter os dois arremessos?

Se X e Y forem independentes, podemos facilmente responder a essa pergunta: P(X = 1, Y = 1) =
P(X = 1)(P(y = 1) = (0,8)(0,8) = 0,64. Portanto, existe 64% de probabilidade de converter ambos os lan-
ces livres. Se a probabilidade de converter o segundo arremesso depender de o primeiro arremesso ter sido
convertido — isto é, X e Y ndo sdo independentes — entdo, esse calculo simples ndo serd valido.

A independéncia de varidveis aleatérias ¢ um conceito muito importante. Na préxima subsec¢ao,
mostraremos que, se X e Y forem independentes, conhecer resultado de X ndo altera as probabilidades
dos possiveis resultados de Y, e vice-versa. Um fato ttil sobre a questdo da independéncia € que se X
e Y forem independentes e definirmos novas varidveis aleatérias g(X) e h(Y) para quaisquer fungdes g
e h, entdlo, essas novas varidveis aleatérias também serdo independentes.

Nao h4 necessidade de parar em duas varidveis aleatérias. Se X, X5, ..., X,, forem varidveis alea-
torias discretas, entdo, suas fdps conjuntas serdo f(x;, x5, ..., x,) = P(X; = x;, X5 = x5, ..., X,, = x,)). As
varidveis aleatdrias X, X5, ..., X,, serdo variaveis aleatorias independentes se, e somente se, suas fdps
conjuntas forem o produto das fdps individuais para quaisquer (x;, X, ..., X,,). Essa definicdo de inde-
pendéncia também € vélida para varidveis aleatdrias continuas.

A nogdo de independéncia desempenha um papel importante na obtencéo de algumas distribuicdes
classicas em probabilidade e estatistica. Anteriormente, definimos uma varidvel aleatéria de Bernoulli
como uma varidvel aleatdria zero-um indicando se ocorre algum evento ou ndo. Freqiientemente, esta-
mos interessados no nimero de sucessos em uma seqiiéncia de ensaios de Bernoulli independentes.

Um exemplo padrdo de ensaios de Bernoulli independentes € jogar repetidamente uma moeda.
Como o resultado de qualquer lance particular ndo tem nada a ver com os resultados dos outros lan-
ces, a independéncia € uma hipétese apropriada.
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A independéncia é muitas vezes uma aproximacio razodvel em situagdes mais complicadas. No
exemplo das reservas da companhia aérea, suponha que a companhia aceite n reservas para determinado
vbo. Decadai = 1, 2, ..., n, seja Y a varidvel aleatéria de Bernoulli indicando se o passageiro i apare-
ce para embarque: Y; = 1 se o passageiro i aparecer para embarque, e ¥; = 0, caso contrario. Definindo
6 novamente como a probabilidade de sucesso (usando as reservas), cada Y; terd uma distribui¢do de
Bernoulli (#). Como uma aproximacdo, podemos assumir que os Y; sdo independentes entre si, embora
isso ndo seja exatamente verdadeiro na realidade: algumas pessoas viajam em grupo, o que significa
que se uma pessoa comparecera ou ndo para embarque nio € verdadeiramente independente de se as
outras pessoas comparecerdo ou ndo. Porém, modelar esse tipo de dependéncia € complexo, de modo
que podemos querer usar a independéncia como uma aproximagao.

A variavel de interesse principal € o nimero total de passageiros que comparecem para embarque
das n reservas; chamemos essa varidvel de X. Como cada Y, serd igual a unidade quando uma pessoa
comparece para embarque, podemos escrever X = Y; + ¥, + ... + Y. Agora, assumindo que cada Y;
tem probabilidade de sucesso 0 e que os Y; sdo independentes, € possivel mostrar que X tem uma dis-
tribuicdo binomial. Isto ¢, a fun¢do densidade de probabilidade de X é

f(x) = (Z)O"(l — 0y x=0,1,2, .., n, (B.14)

onde (Z) = x‘(nnilx)" e para qualquer inteiro n, n! (1&-se “fatorial de n”’) € definido como n! = n -
(n — 1) (n — 2)...1. Por convencdo, 0! = 1. Quando uma variavel aleatéria X tem a fdp dada em (B.14),
escrevemos X ~ Binomial(n,0). A equacdo (B.14) pode ser usada para calcular P(X = x) para qualquer
valor de x de 0 a n.

Se o voo tiver 100 lugares disponiveis, a empresa aérea estard interessada em P(X > 100).
Suponha, inicialmente, que n = 120, de modo que a companhia aérea aceitard 120 reservas, e que a
probabilidade de que cada pessoa compareca para embarque seja 6 = 0,85. Entdo, P(X > 100) = P(X
= 101) + P(X = 102) + ... + P(X = 120), e cada uma das probabilidades na soma podera ser encon-
trada pela equagdo (B.14) com n = 120, § = 0,85 e o valor apropriado de x (101 a 120). Esse € um
célculo dificil de ser feito manualmente, mas muitos programas estatisticos possuem comandos para
computar esse tipo de probabilidade. Nesse caso, a probabilidade de que mais de 100 pessoas compa-
recerdo para embarque € cerca de 0,659, o que provavelmente € um risco de excesso de reservas maior
do que a companhia aérea deseja tolerar. Se, em vez disso, o nimero de reservas for 110, a probabili-
dade de que mais de 100 pessoas comparecerdo para embarque serd de apenas 0,024.

Distribui¢cées Condicionais

Em econometria, geralmente estamos interessados em como uma varidvel aleatéria, vamos chama-la
Y, estd relacionada com uma ou mais das outras varidveis. Por enquanto, suponha que haja somente
uma varidvel em cujos efeitos estamos interessados, vamos chama-la X. O maximo que podemos saber
sobre como X afeta Y estd contido na distribuicao condicional da Y, dado X. Essa informacao € resu-
mida pela funcdo de densidade de probabilidade condicional, definida por

TrixO[%) = fe o) fxdx) (B.15)
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para todos os valores de x de tal forma que fx(x) > 0. A interpretacio de (B.15) € mais facil de ser vista
quando X e Y sdo discretas. Entdo,

frix|0) = P(Y = y|X = x), (B.16)

onde o lado direito € lido como “a probabilidade de ¥ = y em decorréncia de X = x.” Quando Y é
continuo, fy|x(y|x) ndo ¢ interpretada diretamente como uma probabilidade, pelas razdes explica-
das anteriormente, mas as probabilidades condicionais sd@o encontradas computando dreas sob a fdp
condicional.

Uma caracteristica importante das distribuicdes condicionais € que, se X e Y forem varidveis alea-
térias independentes, o conhecimento dos valores assumidos por X nao nos diz nada sobre a probabi-
lidade de que Y assuma diversos valores (e vice-versa). Isto €, fy x0x) = e fX|Y(x| ) = fx(x).

EXEMPLO B.2
(Arremessos de Lances Livres)

Considere novamente o exemplo dos lances livres no basquetebol, quando dois lances livres devem ser ten-
tados. Assuma que a densidade condicional seja

fY|X(1|1) = 0a85’fY|X(0|1) = 0,15

fY|X(1 [0) = O’7O7fY|X(O|O) = 0,30.
Isso significa que a probabilidade de o jogador converter o segundo lance depende de o primeiro lance ter
sido convertido: se o primeiro lance foi convertido, a probabilidade de converter o segundo lance é de 0,85;
se o primeiro lance foi perdido, a probabilidade de converter o segundo lance é de 0,70. Isso implica que X
e Y ndo sdo independentes; eles sdo dependentes.

Ainda podemos computar P(X = 1, Y = 1) desde que conhecamos P(X = 1). Assuma que a probabi-
lidade de converter o primeiro lance livre seja 0,8, isto é, P(X = 1) = 0,8. Entao, de (B.15), teremos

PX=1Y=1)=PY=1X=1)PX=1) = (0,85)0,8) = 0,68.

B.3 CARACTERISTICAS DAS DISTRIBUICOES DE PROBABILIDADE

Para muitos propdsitos, estaremos interessados em somente alguns poucos aspectos das distribui¢des
das varidveis aleatérias. As caracteristicas de interesse podem ser classificadas em trés categorias:
medidas de tendéncia central, medidas de variabilidade ou intervalo e medidas de associagdo entre duas
varidveis aleatérias. Trataremos desta dltima na Se¢do B.4.

Uma Medida de Tendéncia Central: O Valor Esperado

O valor esperado é um dos mais importantes conceitos da probabilidade que encontraremos em nosso
estudo da econometria. Se X for uma varidvel aleatéria, o valor esperado (ou esperanca) de X, represen-
tado por E(X) e algumas vezes por ty, ou simplesmente w, € uma média ponderada de todos os possiveis
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valores de X. Os pesos sdo determinados pela funcdo de densidade de probabilidade. Algumas vezes,
o valor esperado € chamado média populacional, especialmente quando queremos enfatizar que X
representa alguma varidvel em uma populagio.

A defini¢do precisa do valor esperado € mais simples no caso em que X é uma varidvel aleatéria
discreta assumindo um ndmero finito de valores, digamos, {x, ..., x;). Seja f(x) a fungf@o de densidade
de probabilidade de X. O valor esperado de X serd a média ponderada

k

EX) = x,f(x)) + xf(0) + ... + xf(00) = X x, flx)) (B.17)

J=1

Essa expressdo € facilmente calculada dados os valores da fdp de cada possivel resultado de X.

EXEMPLO B.3
(Calculando um Valor Esperado)

Suponha que X assuma os valores —1, 0 e 2 com probabilidades 1/8, 1/2 e 3/8, respectivamente. Entdo,

EX) = (—1)-(1/8) + 0-(1/2) + 2-(3/8) = 5/8.

Esse exemplo ilustra uma coisa curiosa sobre os valores esperados: o valor esperado de X pode
ser um nimero que ndo € sequer um possivel resultado de X. Sabemos que X assume os valores —1, 0
e 2, ainda que seu valor esperado seja 5/8. Isso torna o valor esperado deficiente para resumir a ten-
déncia central de certas varidveis aleatérias discretas, mas célculos como o que acabamos de mostrar
podem ser tteis, como veremos mais tarde.

Se X for uma varidvel aleatéria continua, entdo, E(X) serd definido como uma integral:

EX) = jxf(x)dx, (B.18)

que assumimos como bem definida. Isso ainda pode ser interpretado como uma média ponderada. Para
as distribui¢des continuas mais comuns, E(X) é um nimero que é um possivel resultado de X. Neste
livro, ndo precisaremos calcular valores esperados usando integragdo, embora utilizemos de alguns
resultados bem conhecidos de probabilidade de valores esperados de varidveis aleatdrias especiais.

Dada uma variavel aleatdria X e uma funcdo g(-), podemos criar uma nova varidvel aleatéria g(X).
Por exemplo, se X for uma variavel aleatéria, entdo, X’e log(X) (se X > 0) também serdo varidveis
aleatdrias. O valor esperado de g(X) serd, de novo, simplesmente uma média ponderada:

k

E[gX0] = X g(x)fx(x) (B.19)

J=1

ou, para uma variavel aleatéria continua,
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o

Elg00] = [ 800 fu(as. (B.20

—o0

EXEMPLO B.4
(Valor Esperado de X?)

Para a variavel aleatéria no Exemplo B.3, seja g(X) = X°. Entdo,

E(X?) = (—=1)*(1/8) + (0)*(1/2) + (2)*(3/8) = 13/8.

No Exemplo B.3, calculamos E(X) = 5/8, de forma que [E(X)]2 = 25/64. Isso mostra que E(Xz)
ndo € o mesmo que [E(X)]z. De fato, para uma fun¢do ndo-linear g(X), E[g(X)] # g[E(X)] (exceto em
casos muito especiais).

Se X e Y forem varidveis aleatdrias, entdo, g(X,Y) serd uma varidvel aleatéria para qualquer fun-
¢a0 g, e assim poderemos definir sua esperanca. Quando X e Y sdo ambas discretas, assumindo os valo-
res {xy, Xp, ..., Xi} € {¥1, V2, --» YV}, TESPECtivamente, o valor esperado serd

k m
E[gX, V)] = D 280y, fr rxny))s
h=1j=1

onde fx y serd a fdp conjunta de (X,Y). A defini¢do € mais complicada para varidveis aleatdrias conti-
nuas, pois envolve integrag@o; nao precisamos dela aqui. A extensio para mais de duas varidveis alea-
térias € facil de ser feita.

Propriedades dos Valores Esperados

Em econometria, ndo nos preocupamos muito em calcular os valores esperados de diversas distribui-
¢oes; os calculos principais ja foram feitos muitas vezes, e em grande parte os aceitaremos sem ques-
tionar. Teremos que manipular alguns valores esperados usando umas poucas regras simples. Elas sdo
tdo importantes que as rotulamos:

PROPRIEDADE E.1
Para qualquer constante ¢, E(c) = c.

PROPRIEDADE E.2
Para quaisquer constantes a e b, E(aX + b) = aE(X) + b.

Uma implicagdo ttil de E.2 € que, se u = E(X), e definirmos uma nova varidvel aleatéria como Y =
X — u, entdo, E(Y) = 0; em E.2, considerea = 1eb = — .

Como um exemplo da propriedade E.2, seja X a temperatura medida em graus Celsius, ao meio dia
de determinado dia, em determinada localidade; suponha que a temperatura esperada seja E(X) = 25.
Se Y for a temperatura medida em graus Fahrenheit, entdo, ¥ = 32 + (9/5)X. Pela propriedade E.2, a
temperatura esperada em Fahrenheit serd E(Y) = 32 + (9/5)-E(X) = 32 + (9/5)-25 = 77.

De forma geral, € facil calcular o valor esperado de uma funcio linear de diversas varidveis
aleatdrias.
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PROPRIEDADE E.3
Se {a,, a,, ..., a,,} forem constantes e {X;, X, ..., X,,} forem varidveis aleatdrias, entdo,

E(@,X, + X, + ... + a,X,) = a,EX,) + a,B(X,) + ... + a,E(X,).

n‘n

Ou, usando a notag@o de somatorios,

ESaX) = SaBX). (B.21)

i=1 i=1

Como um caso especial dessa equacio, temos (com cada a; = 1)

E(3X) = SEX), (B.22)

i=1 i=1

de forma que o valor esperado da soma serd a soma dos valores esperados. Essa propriedade € usada
com freqii€ncia para derivagdes em estatistica matematica.

EXEMPLO B.5
(Encontrando a Receita Esperada)

Sejam X, X, e X3 0s nlmeros de pizzas pequenas, médias e grandes, respectivamente, vendidas durante o dia
em uma pizzaria. Elas sdo variaveis aleatérias com valores esperados E(X;) = 25, E(X,) = 57 e E(X;) = 40.
Os precos das pizzas pequena, média e grande sdo 5,50, 7,60 e 9,15 (em dolares). Portanto, a receita espe-
rada das vendas de pizzas em determinado dia sera

E(5,50 X; + 7,60 X, + 9,15 X3) = 5,50 E(X,) + 7,60 E(X,) + 9,15 E(X3)
= 5,50(25) +7,60(57) + 9,15(40) = 936,70,

isto é, 936,70 dblares. A receita efetiva de qualquer dia particular geralmente sera diferente desse valor, mas
essa é a receita esperada.

Também podemos usar a Propriedade E.3 para mostrar que se X ~ Binomial(n,0), entdo, E(X) =
nf. Ou seja, o nimero esperado de sucessos em n ensaios de Bernoulli € simplesmente o nimero de
ensaios vezes a probabilidade de sucesso de qualquer ensaio particular. Isso serd facilmente observado
escrevendo X como X = Y, + Y, + ... ¥,, onde cada Y; ~ Bernoulli(#). Entdo,

E(X) = D E(Y) = D, 0 = né.
i=1 i=1
Podemos aplicar esse resultado no exemplo das reservas da companhia aérea, quando ela aceita
n = 120 reservas, e a probabilidade de comparecimento para embarque € 8 = 0,85. O niimero esperado
de pessoas comparecendo para embarque € 120(0,85) = 102. Portanto, se ha 100 lugares disponiveis,
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o nimero esperado de pessoas que comparecerdo para embarque € grande demais; isso terd alguma
influéncia na conclus@o de ser uma boa idéia a companhia aceitar 120 reservas.

Na realidade, o que a companhia aérea poderia fazer seria definir uma func¢ao do lucro que con-
siderasse a receita ganha por lugar vendido e o custo por passageiro que seja impedido de embarcar.
Essa funcdo do lucro serd aleatéria, pois o nimero efetivo de pessoas que comparecerdo para embar-
que ¢ aleatério. Seja r a receita liquida correspondente a cada passageiro. (Para simplificar, vocé pode
pensar nisso como sendo o preco da passagem). Seja i a indenizag@o devida a cada passageiro que ndo
puder embarcar. Nem » nem i sdo aleatdrios; eles sdo assumidos como conhecidos pela companhia
aérea. Seja Y o lucro do voo. Entdo, com 100 lugares disponiveis,

Y=rXse X =100
= 100r — i(X — 100) se X > 100.

A primeira equag@o mostra o lucro se ndo mais que 100 pessoas comparecerem para embarque; a segun-
da equacdo € o lucro se mais de 100 pessoas comparecerem para embarque. (Nesse dltimo caso, a recei-
ta liquida da venda de passagens € 100r, pois foram vendidos todos os 100 lugares, e, entdo, i(X — 100)
é o custo de aceitar mais de 100 reservas). Usando o fato de que X tem uma distribuicdo Binomial
(n,0,85), onde n € o nimero de reservas feitas, os lucros esperados, E(Y) poderao ser encontrados como
uma funcdo de n (e r e i). Calcular E(Y) diretamente seria muito dificil, mas podera ser encontrado rapi-
damente usando-se um computador. Uma vez os valores de r e i tenham sido dados, o valor de n que
maximiza os lucros esperados podera ser encontrado pesquisando-se diferentes valores de n.

Outra Medida de Tendéncia Central: A Mediana

O valor esperado € somente uma possibilidade para definir a tendéncia central de uma varidvel aleatd-
ria. Outra medida de tendéncia central € a mediana. Uma definicdo geral de mediana é complicada
demais para nosso propdsito. Se X for uma varidvel continua, entdo, a mediana de X, digamos m, serd
um valor tal que metade da drea de uma fdp estd a esquerda de m, e a outra metade estd a direita de m.

Quando X for uma varidvel discreta e assumir um niimero impar finito de valores, a mediada serd
obtida ordenando-se os possiveis valores de X e entdo selecionando-se o valor que estiver no centro.
Por exemplo, se X assumir os valores { —4,0,2,8,10,13,17}, entdo, o valor mediano de X serd 8. Se X
assumir um ndmero par de valores, existirdo, na realidade, dois valores medianos; algumas vezes cal-
cula-se a média desses niimeros para obter um unico valor mediano. Assim, se X assumir os valores
{—5,3,9,17}, os valores medianos serao 3 e 9; se calcularmos a média desses nliimeros obteremos uma
mediana igual a 6.

Em geral, a mediana, algumas vezes indicada por Med(X), e o valor esperado E(X), sdo diferen-
tes. Nenhum € “melhor” que o outro como uma medida de tendéncia central; ambos sdo maneiras vali-
das de indicar o centro da distribuicdo de X. Em um caso especial, a mediana e o valor esperado (ou
média) sio os mesmos. Se X tiver uma distribuicao simétrica em torno do valor u, entdo, w serd tanto
o valor esperado como a mediana. Matematicamente, a condi¢do serd f{u + x) = f{u — x) para todo x.
Esse caso estd ilustrado na Figura B.3.

Medidas de Variabilidade: Variancia e Desvio-Padrao

Embora a tendéncia central de uma variavel aleatéria seja valiosa, ela ndo nos diz tudo que queremos
saber sobre a distribuicdo de uma variavel aleatéria. A Figura B.4 mostra as fdp de duas variaveis alea-
térias com a mesma média. Claramente, a distribui¢do de X € mais concentrada em relag@o a sua média
que a distribuicdo de Y. Gostariamos de ter uma maneira simples de resumir isso.
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Figura B.3
Uma distribuicdo de probabilidade simétrica.

flx)

Varidncia

Para uma varidvel aleatéria X, seja w = E(X). H4 varias maneiras de medir o quanto X estd distante de
seu valor esperado, mas a mais simples de trabalhar algebricamente € a diferenga elevada ao quadrado,
(X — w)*. (A elevagio ao quadrado serve para eliminar o sinal da medida da distincia; o valor positi-
vo resultante corresponde a nossa nog¢do intuitiva de distancia.) Essa distdncia em si € uma varidvel
aleatdria, ja que ela pode mudar a cada resultado de X. Da mesma forma que precisamos de um niime-
ro para resumir a tendéncia central de X, precisamos de um nimero que nos informe o quanto X esta
distante de w, em média. Um desses niimeros € a variancia, que nos informa a distincia esperada de
X até sua média:

Var(X) = EX — ). (B.23)

[N . P 2 . 2 <
A variancia € algumas vezes representada por oy, ou simplesmente o, quando o contexto € claro. De
(B.3), deduz-se que a variancia € sempre ndo-negativa.

Como um instrumento computacional, € interessante observar que
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Figura B.4
Variaveis aleatorias com a mesma média, mas com distribuicoes diferentes.

fdp

fx

Sy

o” = E(XX* — 2Xu + u?) = E(X?) — 2u” + p* = E(X) — u’ (B.24)

Usando (B.23) ou (B.24), ndo precisamos fazer a distin¢dio entre varidveis aleatdrias discretas e conti-
nuas: a defini¢do de variancia € a mesma em qualquer dos casos. Na maioria da vezes, primeiro calcu-
lamos E(X), depois E(X?), e, entdo, usamos a férmula de (B.4). Por exemplo, se X ~ Bernoulli(0),
entdo, E(X) = 6, e como X* = X, E(X?) = 6. Deduz-se da equacgio (B.24) que Var(X) = E(X?) —u* =
6 — 6% =601 — 0).

Sao apresentadas a seguir duas importantes propriedades da variancia.

PROPRIEDADE VAR.1
Var(X) = 0 se, e somente se, houver uma constante ¢, de tal forma que P(X = ¢) = 1, em cujo caso,

EX) = c.

Essa primeira propriedade diz que a variancia de qualquer constante € zero, e se uma varidvel aleatd-
ria tiver variancia zero, entdo, ela sera essencialmente constante.

PROPRIEDADE VAR.2
Para quaisquer constantes a e b, Var(aX + b) = a*Var(X).
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Isso significa que a adi¢cdo de uma constante a uma varidvel aleatdria ndo altera a varidncia, mas a mul-
tiplicagdo de uma variavel aleatéria por uma constante aumenta a variancia por um fator igual ao qua-
drado daquela constante. Por exemplo, se X representar a temperatura em graus Celsius e ¥ = 32 +
(9/5)X for a temperatura em graus Fahrenheit, entdo, Var(Y) = (9/5)*Var(X) = (81/25)Var(X).

Desvio-Padrao

O desvio-padrao de uma varidvel aleatdria, representado por dp(X), € simplesmente a raiz quadrada
positiva da variancia: dp(X) = +V Var(X). O desvio-padrdo algumas vezes € representado por o,, ou
simplesmente o, quando a varidvel aleatdria € entendida. Duas propriedades do desvio-padrdo resul-
tam das propriedades VAR.1 e VAR.2.

PROPRIEDADE DP.1
Para qualquer constante ¢, dp(c) = 0.

PROPRIEDADE DP.2
Para quaisquer constantes a e b,

dp(aX + b) = |a|dp(X).
Em particular, se a > 0, entdo, dp(aX) = a-dp(X).

Essa ultima propriedade faz com que seja mais natural trabalhar com o desvio-padrao do que com
a variancia. Por exemplo, suponha que X seja uma varidvel aleatéria medida em milhares de ddlares, diga-
mos renda. Se definirmos ¥ = 1.000X, entdo, Y serd a renda medida em ddlares. Suponha que E(X) = 20
e dp(X) = 6. Entdo, E(Y) = 1,000E(X) = 20.000 e dp(Y) = 1.000-dp(X) = 6.000, de forma que o valor
esperado e o desvio-padrio crescem pelo mesmo fator, 1.000. Se tivéssemos trabalhado com a variancia,
teriamos Var(Y) = (1.000)*Var(X), de forma que a variancia de Y € um milhdo de vezes maior que a
variancia de X.

Padronizando uma Variavel Aleatodria

Como uma aplicagdo das propriedades da variincia e do desvio-padrdo — e um topico de interesse pra-
tico por si mesmo — suponha que, dada uma varidvel aleatéria X, definamos uma nova variavel alea-
téria subtraindo sua média w e dividindo o resultado por seu desvio-padrio o:

X—np

z="2",

(B.25)

que podemos escrever como Z = aX + b, onde a = (1/0) e b = —(u/o). Entdo, de acordo com a pro-
priedade E.2,

E(Z) = aE(X) + b = (wo) — (uwlo) = 0.

Da propriedade Var.2,
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Var(Z) = a*Var(X) = (¢*/o?) = 1.

Portanto, a varidvel aleatéria Z tem uma média zero e uma variancia (e portanto um desvio-padrio)
igual a um. Esse procedimento algumas vezes € referido como padronizacdo da varidvel aleatdria X, e
Z é chamado uma variavel aleatéria padronizada. (Em cursos introdutdrios de estatistica, ele algu-
mas vezes é chamado de fransformagcdo-z de X). E importante lembrar que o desvio-padrdo, ndo a
variancia, aparece no denominador de (B.25). Como veremos, essa transformacgao € freqiientemente
utilizada na inferéncia estatistica.

Como um exemplo especifico, suponha que E(X) = 2 e Var(X) = 9. Entado, Z = (X — 2)/3 terd um
valor esperado igual a zero e variincia igual a um.

B.4 CARACTERISTICAS DAS DISTRIBUICOES CONJUNTAS E
CONDICIONAIS

Medidas de Associacao: Covariancia e Correlacao

Embora a fdp conjunta de duas varidveis aleatérias descreva completamente a relacdo entre elas, €
util ter medidas resumidas de como, em média, duas variaveis aleatdrias variam entre si. Como acon-
tece com o valor esperado e a varidncia, isso € semelhante ao usar um tnico nimero para resumir
alguma coisa de uma distribui¢do inteira, que, nesse caso, € uma distribuicao conjunta de duas varia-
veis aleatdrias.

Covariancia

Seja uy = E(X), e uy = E(Y), e considere a varidvel aleatéria (X — uy)(Y — wy). Agora, se X e Y esti-
veram acima de suas respectivas médias, entdo, (X — ux)(¥Y — wy) > 0. Isso também serd verdadeiro
se X < uye Y < w,. Por outro lado, se X > uy e Y < u,, ou vice-versa, entdo, (X — u)(¥Y — uy) <O0.
Como, entdo, esse produto poderd nos dar qualquer informacgao sobre a relacdo entre X e Y?

A covariancia entre duas varidveis aleatérias X e Y, algumas vezes chamada a covariancia popu-
lacional para enfatizar que ela se refere a relacdo entre duas varidveis descrevendo uma populagdo, €
definida como o valor esperado do produto (X — ux)(Y — wy):

Cov(X.Y) = E[X — u)(Y — uy)l, (B.26)

que algumas vezes € representado por gxy. Se oxy > 0, entdo, em média, quando X estiver acima de
sua média, Y também estard acima de sua média. Se oyy < 0, entdo, em média, quando X estiver acima
de sua média, Y estara abaixo de sua média.

Algumas expressoes Uteis para calcular Cov(X,Y) sdo as seguintes:

Cov(X.Y) = E[X — p)(Y — py)] = E[(X — mo?]
= E[X(Y — uy)] = EXY) — pyssy.

(B.217)

Decorre de (B.27) que, se E(X) = 0 ou E(Y) = 0, entdo, Cov(X,Y) = E(X,Y).
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A covariancia mede o grau de dependéncia linear entre duas varidveis aleatérias. Uma covarian-
cia positiva indica que duas varidveis aleatdrias se movem na mesma dire¢do, enquanto uma covariincia
negativa indica que elas se movem em dire¢des opostas. Interpretar a magnitude de uma cova-
ridncia pode ser um pouco dificil, como veremos brevemente.

Como a covariancia € uma medida de como duas variaveis aleatdrias estdo relacionadas, € natu-
ral perguntar como a covaridncia estd relacionada a nogdo de independéncia. Isso € dado pela seguin-
te propriedade.

PROPRIEDADE COV.1
Se X e Y forem independentes, entdo, Cov(X,Y) = 0.

Essa propriedade decorre da equacdo (B.27) e do fato de que E(XY) = E(X)E(Y) quando X e Y sdo
independentes. E importante lembrar que a inversa de COV.1 ndo é verdadeira: covariancia zero entre
X e Y ndo implica que X e Y sejam independentes. De fato, existem varidveis aleatérias X de tal forma
que, se ¥ = X2, Cov(X,Y) = 0. [Qualquer varidvel aleatéria com E(X) =0 e E(X3) = ( tem essa pro-
priedade]. Se Y = X?, entdo, X e Y serdo claramente nao-independentes: conhecendo X conheceremos
Y. Parece bastante estranho que X e X> possam ter covaridncia zero, e isso revela um ponto fraco da
covariancia como uma medida geral de associa¢@o entre duas varidveis aleatérias. A covariancia € util
em contextos em que as relagdes sdo pelo menos aproximadamente lineares.

A segunda mais importante propriedade da covariancia envolve covariancias entre funcdes lineares.

PROPRIEDADE COV.2
Para quaisquer constantes a;, b, , a, € b,,

Cov(a, X + by,a,Y + by) = a,a,Cov(X,Y). (B.28)

Uma implicac¢do importante de COV.2 € que a covaridncia entre duas varidveis aleatdrias pode ser alte-
rada simplesmente pela multiplicacdo de uma ou de ambas as varidveis aleatérias por uma constante.
Isso € importante em economia, pois varidveis monetdrias, taxas de inflacao etc. podem ser definidas
com diferentes unidades de medida sem que seja alterado seu significado.

Finalmente, € qtil saber que o valor absoluto da covariancia entre quaisquer duas varidveis alea-
térias estd limitado pelo produto de seus desvios-padrio; isso € conhecido como a desigualdade de
Cauchy-Schwartz.

PROPRIEDADE COV.3
|Cov(X, V)| = dp(X)dp(Y).

Coeficiente de Correlacao

Suponha que queremos conhecer a relagio entre o grau de educagdo e os rendimentos anuais da popu-
lag¢do que trabalha. Poderiamos chamar de X a educagdo e de Y os rendimentos, computando a seguir
sua covariancia. Entretanto, a resposta que obteremos dependerd de como escolheremos medir a edu-
cacgdo e os rendimentos. A propriedade COV.2 implica que a covariancia entre educagio e rendimen-
tos dependerd de se os rendimentos sdo medidos em délares ou milhares de ddlares, ou se a educagdo
¢ medida em meses ou anos. E bastante claro que a maneira como mediremos essas varidveis ndo terd
influéncia no quanto elas estdo fortemente relacionadas. Mas a covariancia entre elas efetivamente
depende das unidades de medida.



Wooldridge Apéndice B Fundamentos da Probabilidade 39

O fato de a covariancia depender das unidades de medida € uma deficiéncia que € compensada
pelo coeficiente de correlacio entre X e Y:

Cov(X,Y) _ Oxy .
dp(X)-dp(Y)  9x9y’

Corr(X,Y) = (B-29)

o coeficiente de correlag@o entre X e Y algumas vezes € representado por pxy (e € algumas vezes cha-
mado de correlacdo populacional).

Como oy e oy sdo positivos, Cov(X,Y) e Corr(X,Y) sempre t€m o mesmo sinal, e Corr(X,Y) = 0
se, e somente se, Cov(X,Y) = 0. Algumas das propriedades da covariancia sio transferidas para a cor-
relacdo. Se X e Y forem independentes, entdo, Corr(X,Y) = 0, mas correlagcdo zero ndo implica inde-
pendéncia. (Como a covariancia, o coeficiente de correlagdo também € uma medida de dependéncia
linear). Porém, a magnitude do coeficiente de correlacdo € mais facil de interpretar do que o tamanho
da covariancia, devido a seguinte propriedade.

PROPRIEDADE CORR.1
—1 = Corr(X,Y) = 1.

Se Corr(X,Y) = 0 ou, equivalentemente, Cov(X,Y) = 0, ndo havera relacdo linear entre X e Y, e X
e Y sdo chamadas de variaveis ndo-correlacionadas; caso contrario, X € Y serdo correlacionadas.
Corr(X,Y) = 1 indica uma relacao linear positiva perfeita, o que significa que podemos escrever ¥ = a
+ bX para alguma constante a e alguma constante b > 0. Corr(X,Y) = —1 indica uma relaco linear
negativa perfeita, de forma que Y = a + bX para alguma constante b < 0. Os casos extremos de cor-
relac@o positiva ou negativa igual a unidade raramente ocorre. Valores de RHOyy préximos de 1 ou —1
indicam fortes relagdes lineares.

Como mencionado antes, a correlagio entre X e Y ndlo varia em relagdo as unidades de medida de
X ou Y. Isso € especificado de forma mais geral como segue.

PROPRIEDADE CORR.2
Para as constantes a,, b;, a, e b,, com a;a, > 0,

Corr(a; X + by,a,Y + b,) = Corr(X,Y).
Se a,a, < 0, entio,

Corr(a; X + by,a,Y + b,) = —Corr(X,Y).
Como um exemplo, suponha que a correlacdo entre rendimentos e educagdo da populacdo que traba-
lha seja 0,15. Essa medida ndo depende de se os rendimentos estdo medidos em ddlares, milhares de

délares, ou qualquer outra unidade; ela também néo depende de se a educacdo estd medida em anos,
trimestres, meses etc.

Variancia da Soma de Variaveis Aleatorias

Agora que ja definimos covaridncia e correlacio, podemos completar nossa relag@o das principais pro-
priedades da variancia.
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PROPRIEDADE VAR.3
Para as constante a e b,

Var(aX + bY) = a®Var(X) + b*Var(Y) + 2abCov(X,Y).

Segue imediatamente que, se X e Y forem ndo-correlacionadas — de forma que Cov(X,Y) = 0 —, entio,

Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) (B.30)

Var(X — Y) = Var(X) + Var(Y). (B.31)

Neste tltimo caso, observe como a variancia da diferenca é a soma, ndo a diferenca, das varidncias.

Como um exemplo de (B.30), seja X os lucros ganhos por um restaurante durante uma noite de
sexta-feira e Y os lucros ganhos na noite do sabado seguinte. Entdo, Z = X + Y serd os lucros das duas
noites. Suponha que X e Y tenham, cada uma, um valor esperado de 300 ddlares e um desvio-padrio
de 15 ddlares (de forma que a variancia serd 255). O lucro esperado das duas noites serd E(Z) + E(Y)
= 2-(300) = 600 dolares. Se X e Y forem independentes e, portanto, ndo-correlacionadas, a variancia
do lucro total serd a soma das variincias: Var(Z) = Var(X) + Var(Y) = 2-(225) = 450. Portanto, o des-
vio-padréo do lucro total serd V450 ou aproximadamente 21,21 délares.

As expressoes (B.30) e (B.31) estendem-se para mais de duas varidveis aleatérias. Para especifi-
car essa extensdo, precisamos de uma defini¢do. As varidveis aleatdrias X e Y serdo variaveis aleaté-
rias nao-correlacionadas duas a duas se cada varidvel no conjunto for ndo-correlacionada com cada
outra varidvel do conjunto. Isto €, Cov(X,,X;) = 0 para todo i + j.

PROPRIEDADE VAR.4
Se {X,, ..., X,,) forem varidveis aleatérias ndo-correlacionadas duas a duas e {a;: i = 1, ..., n} forem
constantes, entao,

Var(a, X, + ... + a,X,) = aiVar(X,) + ... + aVar(X,).

Em notagdo de somatdrios, podemos escrever

Vax(ia,.x,.) = iafv:n(x,.). (B.32)

i=1 i=1

Um caso especial da Propriedade VAR.4 ocorre quando consideramos a; = 1 para todos os i.
Entdo, para varidveis aleatdrias ndo-correlacionadas duas a duas, a variancia da soma serd a soma das
variancias:

Var(iXi) = iVar(X,—). (B.33)
i1

i=1
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Como varidveis aleatérias independentes sdo ndo-correlacionadas (veja a propriedade COV.1), a
variancia de uma soma de varidveis aleatdrias independentes € a soma das variancias. n

Se as varidveis X; ndo forem ndo-correlacionadas duas a duas, entdo, a expressao Var(Ea,-Xi) sera
muito mais complicada; precisaremos adicionar no lado direito de (B.32) os termos=!
2a,a;Cov(x;,x;) para todo i > j.

Podemos usar (B.33) para derivarmos a varidncia de uma varidvel aleatéria binomial. Definimos
X ~ Binomial(n,0) e escrevemos X = Y|, + ... + Y, onde Y; sdo varidveis aleatdrias independentes de
Bernoulli(f). Entdo, de (B.33), Var(X) = Var(Y,) + ... + Var(¥,,) = nf(1 — 0).

No exemplo das reservas da companhia aérea com n = 120 e 8 = 0,85, a variancia do nimero de
passageiros que comparecem para embarque seria 120(0,85)(0,15) = 15,3, e, assim, o desvio-padrdo
seria aproximadamente 3,9.

Esperanca Condicional

A covariancia e a correlagdo medem a relagdo linear entre duas varidveis aleatérias e as tratam sime-
tricamente. Muitas vezes, em ciéncias sociais, gostariamos de explicar uma varidvel, chamada Y, em
termos de outra varidvel, digamos X. Além disso, se Y for relacionada com X de uma maneira ndo
linear, gostarfamos de ser informados sobre isso. Chamemos Y de varidvel explicada e X de varidvel
explicativa. Por exemplo, Y poderia ser o saldrio por hora e X poderia ser o niimero de anos de educa-
¢do formal.

J4 introduzimos a nocdo de fun¢do de densidade de probabilidade condicional de Y, dado X.
Assim, poderiamos querer ver como a distribuicdo dos saldrios € alterada pelo nivel de educacio.
Porém, em geral, queremos ter uma maneira simples de resumir essa distribui¢do. Um unico niimero
ndo serd suficiente, visto que a distribui¢do de Y, dado X = x, geralmente depende do valor de x. No
entanto, podemos resumir a relagdo entre Y e X verificando a esperanca condicional de Y, dado X,
algumas vezes chamada média condicional. A idéia € a seguinte: suponha que saibamos que X assu-
miu um valor particular, digamos x. Entao, poderemos calcular o valor esperado de Y em decorréncia
de conhecermos esse resultado de X. Representamos esse valor esperado por E(Y|X = x), ou algumas
vezes E(Y|x) como forma abreviada. De forma geral, quando x muda, E(Y|x) também muda.

Quando Y for uma varidvel aleatdria discreta assumindo valores {y, ..., y,}, entdo,

E(Y|x) = E] yifvix 0.

Quando Y for continua, E(Y|x) serd definida pela integracio de yfy|x(y|x) sobre todos os valores pos-
siveis de y. Assim como no caso da esperanga incondicional, a esperanca condicional € uma média
ponderada de possiveis valores de Y, mas agora os pesos refletem o fato de que X assumiu um valor
especifico. Assim, E(Y|x) € apenas alguma funcdo de x, que nos diz como o valor esperado de Y varia
com X.

Como um exemplo, seja (X,Y) a populagdo de todas as pessoas que trabalham, na qual X € anos
de educacdo, e Y € o salario por hora. Entdo, E(Y|X = 12) seré o saldrio médio por hora de todas as
pessoas da populag@o com 12 anos de educagdo (em termos gerais, correspondente a educagdo de ensi-
no médio). E(Y|X = 16) ser4 o saldrio médio por hora de todas as pessoas com 16 anos de educagio.
O grifico de valores esperados com varios niveis de educagdo fornece informagdes importantes sobre
como os saldrios e a educagdo estdo relacionados. Veja a Figura B.5, para uma ilustracéo.
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Figura B.5
0 valor esperado do salario por hora considerando varios niveis de educacao.

E (SALARIO | EDUC)

4 8 12 16 20 EDUC

Em principio, o valor esperado do saldrio por hora pode ser encontrado a cada nivel de educacao,
e essas esperangas podem ser resumidas em uma tabela. Como a educag@o pode variar amplamente — e
pode até mesmo ser medida em fragdes de um ano —, essa ¢ uma maneira excessivamente trabalhosa
de se mostrar a relacio entre o saldrio médio e o grau de educagdo. Em econometria, geralmente espe-
cificamos fungdes simples que capturam essa relagdo. Como um exemplo, suponha que o valor espe-
rado de SALARIO, dado EDUC, seja a funcio linear

E(SALARIO|EDUC) = 1,05 + 0,45 EDUC.

Se essa relacdo for valida na populag@o das pessoas que trabalham, o saldrio médio das pessoas
com 8 anos de educacio serd 1,05 + 0,45(8) = 4,65, ou 4,65 ddlares. O saldrio médio das pessoas com
16 anos de educacdo serd 8,25 délares. O coeficiente de EDUC implica que cada ano de educagdo
aumenta o saldrio por hora esperado em 0,45, ou 45 centavos de ddlar.

As esperancgas condicionais também podem ser fungdes ndo-lineares. Por exemplo, suponha que
E(Y|x) = 10/x, onde X € uma varidvel aleatdria que sempre serd maior que zero. Essa fungo estd tra-
¢ada na Figura B.6. Isso poderia representar uma funcio de demanda, na qual Y seria a quantidade
demandada e X seria o prego. Se Y e X forem relacionadas nesta forma, uma andlise de associacdo
linear, tal como uma andlise de correlagdo, seria incompleta.
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Figura B.6
Grafico de E(Y|x) = 10/x.

E(Ylx) 10 —

E(Ylx) = 10x

Propriedades da Esperanca Condicional

Virias propriedades basicas das esperancas condicionais sdo Uteis para deriva¢des em andlise econo-
métrica.

PROPRIEDADE EC.1
E[c(X)|X] = ¢(X), para qualquer fungio c(X).

Essa primeira propriedade significa que fung¢des de X comportam-se como constantes quando cal-
culamos a esperanca condicional de X. Por exemplo, E(X*|X) = X°. Intuitivamente, isso simplesmen-
te significa que, se conhecermos X, também conheceremos X2

PROPRIEDADE EC.2
Para as funcdes a(X) e b(X),

E[aX)Y + bX)|X] = aCOEY|X) + b(X).

Por exemplo, podemos calcular com facilidade a esperanca condicional de uma fung¢ao tal como XY +
2X% B(XY + 2X%|X) XE(Y|X) + 2X°.
A préxima propriedade interliga as no¢des de independéncia e esperangas condicionais.

PROPRIEDADE EC.3
Se X e Y forem independentes, entdo, E(Y|X) = E(Y).

Essa propriedade significa que, se X e Y forem independentes, entdo, o valor esperado de Y, dado X,
ndo depender4 de X, caso em que E(Y|X) sempre serd igual ao valor esperado (incondicional) de Y. No
exemplo do saldrio e educacio, se salario fosse independente de educacio, entdo, os saldrios médios
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das pessoas com educagdo de ensino médio e com cursos superiores seriam os mesmos. Como quase cer-
tamente esse resultado seria falso, ndo podemos assumir que saldrio e educagdo sejam independentes.

Um caso especial da propriedade EC.3 € o seguinte: se U e X forem independentes e E(U) = 0,
entdo, E(U|X) = 0.

Também existem propriedades da esperanca condicional que tém a ver com o fato de E(Y]X) ser
uma funcio de X, digamos E(Y|X) = w(X). Como X ¢ uma varidvel aleatéria, w(X) também serd uma
variavel aleatéria. Além disso, w(X) tem uma distribuicdo de probabilidade e, portanto, um valor espe-
rado. De forma geral, o valor esperado de w(X) pode ser muito dificil de ser calculado de forma dire-
ta. A lei das expectativas iteradas diz que o valor esperado de u(X) € simplesmente igual ao valor
esperado de Y. Escrevemos isso da seguinte maneira.

PROPRIEDADE EC.4
E[E(Y|X)] = E(Y).

Essa propriedade € de dificil compreensdo a primeira vista. Ela significa que, se primeiro obtiver-
mos E(Y|X) como uma fung@o de X e considerarmos seu valor esperado (em relago a distribuicdo de
X, € claro), entdo, acabaremos obtendo E(Y). Isso ndo € tdo ébvio, mas pode ser derivado utilizando a
defini¢@o dos valores esperados.

Suponha que ¥ = SALARIO e X = EDUC, onde SALARIO est4 medido em horas e EDUC em
anos. Suponha que o valor esperado de SALARIO, dado EDUC, seja E(SALARIO|EDUC) = 4 + 0,60
EDUC. Além disso, E(EDUC) = 11,5. Entio, a lei das expectativas iteradas sugere que E(SALARIO)
=E#4 + 0,60 EDUC) = 4 + 0,60 E(EDUC) = 4 + 0,60(11,5) = 10,90, ou 10,90 ddlares por hora.

A préxima propriedade especifica uma versdo mais geral da lei das expectativas iteradas.

PROPRIEDADE EC.4'
E(YX) = E[E(YX,2)|X].

Em outras palavras, podemos encontrar E(Y]X) em duas etapas. Primeiro, encontramos E(Y|X,Z) para
qualquer outra varidvel aleatéria Z. Em seguida, encontramos o valor esperado de E(Y|X,Z), condicio-
nal em X.

PROPRIEDADE EC.5
Se E(Y|X) = E(Y), entdo, Cov(X,Y) = 0 [como também Corr(X,Y) = 0]. De fato, qualquer fungio de
X € ndo-correlacionada com Y.

Essa propriedade significa que, se o conhecimento de X ndo altera o valor esperado de Y, entdo, X e Y
devem ser ndo-correlacionadas, o que implica que, se X e Y forem correlacionadas, entdo, E(Y|X) deve
depender de X. A inversa da propriedade EC.5 ndo € verdadeira: se X e Y forem ndo-correlacionadas,
E(Y|X) poderd ainda depender de X. Por exemplo, suponha que ¥ = X*. Entdo, E(Y|X) = X?, que cla-
ramente € uma fung@o de X. Porém, como mencionado em nossa discussdo sobre covariancia e corre-
lagdo, ¢ possivel que X e X* sejam ndo-correlacionadas. A esperanca condicional captura a relacdo nio
linear entre X e ¥ que uma andlise de correlagdo deixaria passar despercebida.

As propriedades EC.4 e EC.5 t€m duas implicagdes importantes: se U e X forem varidveis aleato-
rias, de forma que E(U|X) = 0, entdo, E(U) = 0, e U e X serdo ndo-correlacionadas.
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PROPRIEDADE EC.6
Se E(Y?) < » e E[g(X)?] < para alguma fungdo g, entdo, E{[Y — ,LL(X)]2|X} = E{[Y — g(X)]ZIX} e
E([Y — (0P} = E{[Y — g0P}.

A propriedade EC.6 ¢ muito ttil em contextos de previsdo ou de projecdes. A primeira desigualdade
diz que, se medirmos a inexatiddo da previsdao como o erro quadratico de previsdo esperado, condicio-
nal em X, entdo, a média condicional serd melhor que qualquer outra fungdo de X para prever Y. A
média condicional também minimiza o erro quadratico de previsao esperado incondicional.

Variancia Condicional

Dadas as varidveis aleatérias X e Y, a varidncia de Y, condicional em X = x, serd simplesmente a varian-
cia associada a distribuicao condicional de Y, dado X = x: E{[Y — E(le)]ZIx}. A féormula

Var(Y|X = x) = E(Y?|x) — [E(Y|x)]

é freqlientemente ttil para os cédlculos. Somente ocasionalmente teremos que calcular uma variancia
condicional. Entretanto, teremos que fazer hipdteses a respeito e manipular as variancias condicionais
para certos topicos na andlise de regressao.

Como um exemplo, defina Y = POUPANCA e X = RENDA (ambas medidas em termos anuais,
para a populacdo de todas as familias). Suponha que Var(POUPANCA|RENDA) = 400 + 0,25
RENDA. Isso diz que, conforme aumente a renda, a varidncia dos niveis de poupanga também aumen-
ta. E importante verificar que a relacio entre as varidncias de POUPANCA e RENDA ¢ totalmente sepa-
rada da relacdo entre os valores esperados de POUPANCA e RENDA.

Estabelecemos, portanto, uma propriedade importante da variancia condicional.

PROPRIEDADE VC.1
Se X e Y forem independentes, entdo, Var(Y|X) = Var(Y).

Essa propriedade € bastante clara, pois a distribui¢do de Y, dado X, ndo depende de X, e Var(Y|X)
€ apenas uma caracteristica dessa distribuicao.

B.5 A DISTRIBUICAO NORMAL E OUTRAS DISTRIBUICOES A ELA
RELACIONADAS

A Distribuicao Normal

A distribui¢@o normal e as derivadas dela sdo as distribuicdes mais amplamente usadas em estatistica
e econometria. Assumir que varidveis aleatdrias definidas para populagdes sdo normalmente distribui-
das simplifica os célculos de probabilidade. Além disso, nos valeremos pesadamente da distribuicio
normal e de outras a ela relacionadas para conduzir inferéncia em estatistica e econometria — mesmo
quando a populagdo bdsica ndo for necessariamente normal. Precisamos adiar os detalhes, mas tenha
certeza de que essas distribuigdes irdo surgir muitas vezes ao longo deste livro.

Uma varidvel aleatéria normal € uma varidvel aleatéria continua que pode assumir qualquer valor.
Sua funcdo de densidade de probabilidade tem a forma familiar de um sino tracada na Figura B.7.

Matematicamente, a fdp de X pode ser escrita como
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1
oV 2

fx) = expl—(x — u)’20°], — < x < %, (B.34)

onde w = E(X) e 0 = Var(X). Dizemos que X tem uma distribuicfio normal com valor esperado u e
varidncia o”, escrita como X ~ Normal(u,o %). Como a distribui¢do normal € simétrica em rela¢io a
M, o também € a mediana de X. A distribui¢do normal € algumas vezes chamada de distribuicdo de
Gauss em homenagem ao famoso estatistico C. F. Gauss.

Algumas varidveis aleatérias parecem seguir em linhas gerais uma distribuicdo normal. As altu-
ras e pesos do ser humano, resultados de provas e indices de desemprego municipais possuem fdps com
aproximadamente a forma na Figura B.7. Outras distribui¢des, como as da renda, ndao parecem seguir
a funcdo de probabilidade normal. Na maioria dos paises, a renda ndo € simetricamente distribuida em
torno de qualquer valor; a distribuicdo € inclinada em direcao a extremidade superior. Em alguns casos,
uma varidvel pode ser transformada para atingir a normalidade. Uma transformacao popular € o log
natural, que faz sentido para varidveis aleatdrias positivas. Se X for uma varidvel aleatdria positiva, tal
como arenda, e ¥ = log(X) tiver uma distribuicao normal, entdo, dizemos que X tem uma distribuicdo
lognormal. E possivel constatar que a distribuicio lognormal se ajusta bastante bem 2 distribuicdo de
renda de muitos pafses. Outras varidveis, como precos de mercadorias, parecem ser bem descritas
quando utilizada a distribui¢dao lognormal.

Figura B.7
A forma geral de uma funcdo de densidade de probabilidade normal.

f¢ para uma
variavel aleatdéria normal

A Distribuicao Normal Padrao

Um caso especial da distribui¢do normal ocorre quando a média for zero e a varincia (e, portanto, o
desvio-padrdo) for a unidade. Se uma varidvel aleatéria Z tiver uma distribui¢do Normal(0,1), dizemos
que ela tem um distribuicio normal padrao. A fdp de uma variavel aleatéria normal padrdo € repre-
sentada por PHI(z); de (B.34),com u =0 e o® =1, ela é dada por
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1

P(2) = Voo exp(—z%/2), —0 <z < . (B.35)
ar

A fungio de distribui¢do cumulativa normal padréo € representada por ®(z) e € obtida como a drea
sob ¢, a esquerda de z; veja a Figura B.8. Lembre-se de que ®(z) = P(Z = z); como Z é continua, ®(z)
= P(Z < z) também ¢é continua.

Figura B.8
A funcdo de distribuicdo cumulativa normal padrdo.

0,5

Nao existe formula simples que possa ser usada para obter os valores de ®(z) [pois P(z) € a inte-
gral da funcdo em (B.35), e essa integral ndo tem forma unica]. No entanto, os valores de ®(z) sdo
facilmente tabulados; eles estdo dados para z entre —3,1 e 3,1 na Tabela G.1 no Apéndice G. Para z =
—3,1, ®(z) serd menor que 0,001, e para z = 3,1, ®(z) serd maior que 0,999. A maioria dos programas
estatisticos e econométricos inclui comandos simples para computar valores da fdc normal padrao, e
assim podemos freqiientemente evitar totalmente as tabelas impressas para obter as probabilidades para
qualquer valor de z.

Usando fatos basicos da probabilidade — e, em particular, as propriedades (B.7) e (B.8) em rela-
¢do0 as fdcs —, podemos usar a fdc normal padrdo para calcular a probabilidade de qualquer evento
envolvendo uma varidvel aleatéria normal padrdo. As férmulas mais importantes sao

P(Z>2)=1— ®(), (B.36)

PZ< —2=P(Z>72 (B.37)

Pla=Z=b) = &) — P(a). (B.38)
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Como Z € uma varidvel aleatéria continua, todas as trés férmulas sdo validas, sejam ou ndo restritas as
desigualdades. Citamos alguns exemplos: P(Z > 0,44) = 1 — 0,67 = 0,33, P(Z < —0,92) = P(Z >
0,92)=1-10,821=0,179,e P(-1 < Z=0,5 = 0,692 — 0,159 = 0,533.

Outra expressao ttil € que, para qualquer ¢ > 0,

P(Z|>¢)=P(Z>c) + P(Z< —c)
(B.39)
= 2-P(Z>¢) = 2[1 — D(O)].

Assim, a probabilidade de que o valor absoluto de Z seja maior que alguma constante ¢ positiva serd
simplesmente duas vezes a probabilidade P(Z > c); isso reflete a simetria da distribuicio normal
padrio.

Na maioria das aplicag¢des, iniciamos com uma varidvel aleatéria normalmente distribuida, X ~
Normal(u,o %), onde € diferente de zero e o’ * 1. Qualquer varidvel aleatéria normal pode ser trans-
formada em uma normal padrdo usando a seguinte propriedade.

PROPRIEDADE NORMAL.1
Se X ~ Normal(u,o 2), entdo, (X — w)/o ~ Normal(0,1).

A propriedade Normal.l mostra como transformar qualquer varidvel aleatéria normal em uma normal
padrdo. Assim, suponha que X ~ Normal(3,4), e que gostariamos de calcular P(X = 1). As etapas sem-
pre envolvem a normalizagdo de X para uma normal padrio:

PX=1)=PX—-3=1-3) =P<X_3§ —1)
=P(Z=—1)=d(—1) = 0,159.

EXEMPLO B.6
(Probabilidades para uma Variavel Aleatdria Normal)

Primeiro, vamos calcular P(2 < X = 6) quando X ~ Normal(4,9) (usar < ou = ¢ irrelevante, pois X é uma
variavel aleatéria continua). Agora

P(2<X56)=P<2_4<X_4S6_4>=P(—2/3<ZSZ/3)

3 3 3
= ®(0,67) — O(—0,67) = 0,749 — 0,251 = 0,498.

Agora, vamos calcular P(| X| > 2):

P(X|>2) = P(X > 2) + P(X < —2)

= P[(X — 4)/3 > (2 — 4)/3] + P[(X — 4)/3 < (=2 — 4)/3]
1 — &(=2/3) + D(—2)
1 — 0251 + 0,023 = 0,772.
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Propriedades Adicionais da Distribuicao Normal

Terminamos esta subse¢@o reunindo vérios outros fatos sobre as distribui¢gdes normais que usaremos
mais tarde.

PROPRIEDADE NORMAL.2
Se X ~ Normal(u,o 2), entdo, aX + b ~ Normal(au + b, azp,z).

Assim, se X ~ Normal(1,9), entdo, Y = 2X + 3 sera distribuida como normal com média 2E(X)
+ 3 = 5 e variéincia 229 = 36; dp(Y) = 2dp(X) = 2-3 = 6.

Anteriormente, explicamos como, em geral, correlagdo zero e independéncia ndo sdo a mesma
coisa. No caso de varidveis aleatérias normalmente distribuidas, € possivel constatar que a correlacio
zero € suficiente para a independéncia.

PROPRIEDADE NORMAL.3
Se X e Y forem conjunta e normalmente distribuidas, entdo, elas serdo independentes se, € somente se,
Cov(X,Y) = 0.

PROPRIEDADE NORMAL.4
Qualquer combinagdo linear de varidveis aleatdrias independentes e identicamente normalmente dis-
tribuidas tem uma distribui¢do normal.

Por exemplo, sejam X;, para i = 1, 2 e 3, varidveis aleat6rias independentes distribuidas como

2 ~ D . . . . .
Normal(u,o ©). Defina W = X, + 2X, — 3X;. Entdo, W serd normalmente distribuida; precisamos sim-
plesmente encontrar sua média e sua varidncia. Agora,

E(W) = EX,) + 2E(X,) — 3E(X3) = + 2 — 3u = 0.
Além disso,

Var(W) = Var(X,) + 4Var(X,) + 9Var(X;3) = 140°.

A propriedade Normal.4 também conclui que a média das varidveis aleatdrias independentes nor-
malmente distribuidas tem uma distribui¢do normal. Se Y, Y5, ...,Y, forem varidveis aleatérias inde-
. . , 2 ~
pendentes e cada uma for distribuida como Normal(u,o ©), entdo,

Y ~ Normal(u,0”/n). (B.40)
Esse resultado € critico para a inferéncia com respeito a média em uma populagdo normal.
A Distribuicao Qui-Quadrado
A distribui¢do qui-quadrado € obtida diretamente das varidveis aleatérias independentes normais

padrdes. Sejam Z,, i = 1,2,...,n varidveis aleatdrias independentes, cada uma distribuida como normal
padrdo. Defina uma nova varidvel aleatéria como a soma dos quadrados de Z;:

X = Ez,?. (B.41)
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Entdo, X terd o que € conhecido como distribuicdo qui-quadrado com n graus de liberdade (ou g/
abreviadamente). Escrevemos isso como X ~ X2. Os gl em uma distribui¢io qui-quadrado correspon-
dem ao nimero de termos na soma em (B.41). O conceito de graus de liberdade desempenhard um
papel importante em nossas andlises estatisticas e econométricas.

A fdp de uma distribuicido qui-quadrado com diversos graus de liberdade € mostrada na Figura
B.9; ndo precisaremos da férmula dessa fdp e, portanto, ndo a reproduzimos aqui. Pela equacdo (B.41),
fica claro que uma varidvel aleatéria qui-quadrada € sempre ndo-negativa, e que, diferentemente da dis-
tribui¢iio normal, a distribuicio qui-quadrado ndo é simétrica em torno de qualquer ponto. E possivel
mostrar que, se X ~ sz o valor esperado de X serd n [o nimero de termos em (B.41)], e a variancia
de X serd 2n.

Figura B.9

A distribuicao qui-quadrado com varios graus de liberdade.

f(x)

A Distribuicao t

A distribuicao ¢ € o burro de carga na estatistica cldssica e nas anélises de regressdo multipla. Obtemos
uma distribui¢@o ¢ a partir de uma varidvel aleatéria normal padrdo e de uma varidvel aleatéria qui-
quadrada.

Suponhamos que Z tenha uma distribuicdo normal padrio e que X tenha uma distribuicao qui-qua-
drado com #n graus de liberdade. Adicionalmente, suponhamos que Z e X sejam independentes. Entdo,
a varidvel aleatdria
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T= (B.42)

terd uma distribuicio ¢ com n graus de liberdade. Vamos representar isso como 7' ~ f,,. A distribuicdo
t obtém seus graus de liberdade da varidvel aleatdria qui-quadrada no denominador de (B.42).

A fdp da distribuicdo ¢ tem uma forma semelhante a da distribui¢cdo normal padrdo, exceto pelo
fato de que ela € mais espalhada e, portanto, tem mais drea nos extremos. O valor esperado de uma
variavel aleatéria com distribuicdo 7 € zero (no sentido exato, o valor esperado somente existird para n
> 1), e a variancia serd n/(n — 2) para n > 2. (Nao existe varidncia de n = 2 devido a distribuigfo ser
tdo espalhada.) A fdp da distribuigfo ¢ estd tragada na Figura B.10 para varios graus de liberdade.
Conforme os graus de liberdade vao ficando maiores, a distribuicdo 7 se aproxima da distribui¢do nor-
mal padrio.

Figura B.10
A distribuicdo t com varios graus de liberdade.

A Distribuicao F

Outra distribuicdo importante na estatistica e na econometria € a distribui¢do F. Em particular, a dis-
tribui¢do F serd usada para testar hipdteses no contexto de andlise de regressdo multipla.

Para definir uma varidvel aleatéria F, sejam X; ~ Xil e X, ~ X%z e X, e X, sejam independentes.
Entdo, a varidvel aleatoria

_ (XK
(X, /ky)

(B.43)
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terd uma distribui¢io F com (k,, k,) graus de liberdade. Representamos isso como F ~ Fy .. A fdp
da distribuicdo F com diferentes graus de liberdade € mostrada na Figura B.11.

Figura B.11
A distribuicéo Fy, ,, para varios graus de liberdade, k; € k;.

f(x)

A ordem dos graus de liberdade em F,, ,, € critica. O inteiro k; € chamado de numerador dos
graus de liberdade, por ele estar associado a varidvel qui-quadrada no numerador. Da mesma forma, o
inteiro k, é chamado de denominador dos graus de liberdade, por ele estar associado a varidvel qui-
quadrada no denominador. Isso pode ser um pouco complicado, pois (B.43) também pode ser escrita
como (X, k,)/(X,k,), de forma que k, aparece no denominador. Apenas lembre-se de que o numerador
gl € o inteiro associado a varidvel qui-quadrada no numerador de (B.43); de forma semelhante, uma
associagdo € valida para o denominador gl.

Neste apéndice, revisamos os conceitos de probabilidade que sdo necessdrios em econometria. A maio-
ria desses conceitos deve ser familiar a vocé de seus cursos introdutdrios de probabilidade e estatistica.
Alguns dos tépicos mais avancados, como as caracteristicas das esperancas condicionais, nao precisam
ser dominados agora — haverd tempo para tal quando esses conceitos surgirem, no contexto da anélise
de regressao na Parte 1.

Em um curso introdutdrio de estatistica, o foco esta no calculo de médias, variancias, covarian-
cias, e assim por diante, para distribui¢des particulares. Na Parte 1, ndo precisaremos de tais célculos:
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na maioria das vezes, recorremos as propriedades das esperangas, das variancias etc., que explicamos
neste apéndice.

B.1 Suponha que um aluno do ensino médio estd se preparando para prestar o exame vestibular.
Explique por que a nota do vestibular dele ¢ adequadamente vista como uma varidvel aleatdria.

B.2 Defina X como uma variavel aleatéria distribuida como Normal(5,4). Encontre as probabilida-
des dos seguintes eventos

(i) PX<=6)
(i) P(X>4)
(iii) P(X —5|>1)

B.3 Muito se fala sobre o fato de que certos fundos mutuos t€ém desempenho superior ao do merca-
do ano apds ano (isto €, o retorno por manter quotas nos fundos mituos € maior que o retorno de
possuir um portfélio como o da S&P 500). Em termos concretos, considere um periodo de dez anos
e que a populagio de fundos mituos seja os 4.170 reportados no The Wall Street Journal de 1° de
janeiro de 1995. Ao dizermos que o desempenho relativo ao mercado € aleatdrio, queremos dizer que
cada fundo tem uma possibilidade 50-50 de ter desempenho superior ao do mercado em qualquer
ano e que o desempenho € independente de ano para ano.

(i) Se o desempenho relativo ao mercado for realmente aleatério, qual serd a probabilidade
de que qualquer fundo particular tenha um desempenho superior ao do mercado em todos
os dez anos?

(i) Encontre a probabilidade de que pelo menos um fundo dos 4.170 tenha um desempenho
superior ao do mercado em todos os dez anos. Qual sua conclusdo sobre sua resposta?

(iii)) Se vocé possuir um programa estatistico que calcule probabilidades binomiais, encontre a
probabilidade de que pelo menos cinco fundos tenham desempenho superior ao do mer-
cado em todos os dez anos.

B.4 Para um municipio selecionado aleatoriamente nos Estados Unidos, seja X a propor¢ao de adul-
tos com mais de 65 anos que estejam empregados, ou a taxa de emprego das pessoas mais velhas.
Entdo, X estard restrita a um valor entre zero e um. Suponha que a funcdo de distribuicdo cumulati-
va de X seja dada por F(x) = 3x> — 2x° para 0 = x = 1. Encontre a probabilidade de que a taxa de
emprego das pessoas mais velhas seja de pelo menos 0,6 (60%).

B.5 Um pouco antes da selecdo dos jurados para o julgamento por assassinato de O. J. Simpson
em 1995, uma pesquisa de opinido constatou que 20% da populagdo adulta acreditava que Simpson era
inocente (apds a maioria das provas fisicas do caso ter se tornada puiblica). Ignore o fato de que esses
20% sejam uma estimativa baseada em uma subamostra da populacio; a titulo ilustrativo, considere
esse nimero como a porcentagem verdadeira das pessoas que achavam que Simpson era inocente,
antes da selecao dos jurados. Assuma que os 12 jurados tenham sido selecionados aleatéria e inde-
pendentemente da populagdo (embora isso ndo tenha sido verdade).

(i) Encontre a probabilidade de que no juri havia pelo menos um membro que acreditava na
inocéncia de Simpson antes da selecdo dos jurados. [Sugestdo: Defina a varidvel aleatéria
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X Binomial(12;0,20) como o nimero de jurados que acreditavam na inocéncia de
Simpson.]

(ii)) Encontre a probabilidade de que no juri havia pelo menos dois membros que acreditavam
na inocéncia de Simpson. [Sugestdo: PX =2) =1 —-PX =1),ePX=1)=PX =0)
+PX =1).]

B.6 (Exige calculo integral.) Seja X a sentenga prisional, em anos, das pessoas condenadas por roubo
de veiculos em determinado estado dos Estados Unidos. Suponha que a fdp de X seja dada por

fx) = (1/9)x%, 0 < x < 3.

Use integracao para encontrar a sentenga prisional esperada.
B.7 Se um jogador de basquetebol converte 74% dos lances livres que faz, entdo, em média, quan-
tos ele converterd em um jogo com oito lances livres?

B.8 Suponha que um aluno de uma universidade esteja fazendo trés cursos, em determinado semes-
tre: um curso de dois créditos, um curso de trés créditos e um curso de quatro créditos. A nota espe-
rada no curso de dois créditos € 3,5, enquanto a nota esperada nos cursos de trés e quatro créditos €
3,0. Qual serd a nota média global esperada no semestre? (Lembre-se de que cada curso € pondera-
do pela sua participacdo no niimero total de unidades de créditos.)

B.9 Seja X o saldrio anual dos professores universitarios nos Estados Unidos, medido em milhares
de ddlares. Suponha que a média salarial seja 52,3 com um desvio-padrdo de 14,6. Encontre a média
e o desvio-padrio quando o saldrio é medido em ddlares.

B.10 Suponha que, em uma grande universidade, a nota média de graduacdo, nmgrad, e a nota do
exame vestibular, sat, estejam relacionadas pela esperanca condicional E(nmgrad|sat) = 0,70 +
0,002 sat.

(i) Encontre a nmgrad esperada quando sat = 800. Encontre E(nmgrad|sat = 1.400).
Comente sobre a diferenca.

(i) Se a sar média da universidade for 1.100, qual serd a nmgrad média? (Sugestdo: use a pro-
priedade EC.4.)





